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I. Scimemi



* 1- Determinar todos los posibles valores de estos niimeros complejos
2Log (1 —4); Log (V3 +1); Log (41);

: z S e LT : g 3 :
2In(1 — i) =In(1 —0)* =In(V2e"5**"M)? =In2 +i_ +indm  En la primera hoja de Rieman n=0

¢ 2- Sea C una circunferencia de radio 2 con centro en el origen. Calcular, la circunferencia en
sentido anti-horario

/Zdz
&

Poner z = 2¢¥ — z = 2¢7%: dz = 2ie%d...

e 3-Utilizando el teorema de Cauchy calcular

/ G conC-— iz — 5}
C

2?2 —im/2



Los polos se encuentran en

Simplify[Solve[z*"2-Ixn/2== 0, z]]
(o [5-5] b 2 (30 3) 7))

Los residuos valen

e (=)
Rel = FullS‘impl'ify[ReS'idue[ $
22 T =2
(i_ ]l_) e(;_Jrz_) S
5 2 2
A 7

e’ (-z)
Re2 = FullSimpli fy[Residue[ p
y LSO N N & A )

C

Vo

Resultado

FullSimplify[2 7 I (Rel + Re2)]

Ca e (—1+e<1“” W) NEa

ey

fr [-3-2
( D)
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e
(2 2



* 4-Decir cual es el radio de convergencia de la serie  f(;) = Z k(k+1)2*.

k=2
y calcular £(i/2)
Observamos que fls k=1 _ ff(k +1)2F = d 1 _ 1
1 c— ¢ —k=0 Z_dzl—z_(l—z)2
+00 e +00 - d2 1 9
Entonces kz:; k(k —1)z"" = kz:; k(k+1)"" = - 57— = (1= 2)?
+00 100 2
— k—1| __ k-1 _ o
f(z)—z[;k(k—l—l)z ] —z[;k(k—l—l)z 2] z[(l—z)3 2]

i\ -3 6i — 11 88 + 109i
) z[( 9 I =511 125

DN | .



e 5-Calcular el desarrollo en serie de Taylor y/o Laurent de (algunas) de las siguientes

funciones
i) f(z)zliz,zo—?), i) f(z)—2_1Z2,z0 0:
i11) f(z)zé, 2o = 1; )  f(z) = (z—l)l(z—2) , 29 =0;
0 fe)=20 a=3 w) f() = iy 0= 0
vii) f(z) = —1D(z=2) 20 =10
1 1 1 IR, /2= 3\F R, L (z—3)F
2 1—z:_§1+(z—3)/z:_§§(_1) (5 _g(_l) ohH
1 1 X %
> RN N
1 1 — k k
i) Pl e PP UL






vi)

vii) 2 4 1

Se |z| < 1:
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e 6-Calcular el desarrollo en serie Taylor y/o Laurent de

1
f(Z) = (2—2)2

in{zeC:|z|<2}ein{zeC:|z| >2}.

k=0
e d 2 18 21 & 2
52 =2 ke =2 (kD
k=0 k=0 k=0

11 1 1 o= 2 i": 2%

T T 19/ Rl T2t
2—2 z1—-2/z z i~z A
—~d 2 & L 2
=D =2+ ) s

k=0 k=0




o 7-Determinar el modulo de la funcion £ y para que valores de z la funcion vale 1

f(#) = exp(exp(z)).

- f ( z) — eXp(eXp( Z)) — ee‘” (cos(y)+isin(y)) _ ee“C cos(y) ez’e“’ sin(y) .

[f(2)] = e o=,
e W =1 «= e®cos(y) =0 <= y= =4 kmw, k € Z;Vx € R.

2
Es decit

f(2) =1+ z=a+i(o+kr),VeeR, ke



e 8-Escribir la parte principal en el desarrollo de Laurent/Taylor de las funciones

) 9 -

in(2*) 1 —exp(— —1/22 1
sin(z*) exp(—z) exp(—1/z%) e sin( )
z z z z

1 sin(2*4) _ lf (—1)* LA@k+1) _ f (—1)* B3 Y la singularidad en z=0 es
| “ 21— (2k+ 1) —~ (2k +1)! ~ eliminable
1 —exp(—2) 1(1_+oo (_1)kzk> 1 R (C1)kh i.f (1) Y la singularidad
- 2 2z P k! 2z —~ k! B P (k + 1)!Z ' er} Z.:O =
eliminable
exp(—1/22) 1IR (-1} IR (-1)F 1 Y la singularidad
3. z Tz — klz2k kz_: k! p2k+1° en z=0 es
- 0 Esencial
1 +00 (—1)* +00 (—1)* Y la singularidad
3 o3 - - .3 L
@ o (z) =7 kZ: (2 + 1)122+1 Z; (2 + 1)1222 en z=0 es

2. 0 B Esencial



¢ 9-Utilizando el método de los residuos calcular las integrales

a) / dz dove v : |z| = 2;
+

2_ )
v Z 1

2
<
b d y d : :37
) /+7(z2+1)(z—2) % dove 7:

° 1
c) / sin(z + )dz, dove ~y: |z| = 3;
y 2(z+1)

1
d) / z(z+ )dz, dove v : |z| = 3;
4+ 8in(z + 1)

a) /+6D f(z)dz = 2mi[Res(f,1) + Res(f, —1)] = 27m'[% - %] = 0.

/+aD f(z)dz = 2mi[Res(f,1) + Res(f, —i) + Res(f,2)]

1 1
_|_

=il Yot

+ %l] = 27ri.
C) / f(z)dz = 2mi[Res(f,0) + Res(f, —1)] = 2miRes(f,0) = 2misin(1).
+8D

(2)dz = 2mi[Res(f, z1) + Res(f, 2o)]

d) +0D
= 2miRes(f, z1) = 2mi[n(1 — 7)] = 27°[1 — 7).



: . : : 24 1
* 10-Estudiar que tipo de singularidad en el punto ’ 1 1
z=infinito para las funciones b) 1=t @

c) 22el/%,
1

9) 22417

26
6) )
(22+1)(22 —4)

1

/) sinl/z

* 11-Calcular las siguientes integrales (los circuitos estan orientados siempre en sentido
antihorario)

/ 3z +1 1 )
2z —1p con v : |z| =

/ iy 2
Z, €O |z =
27041 072l

1/(z—1
/ !/ )dz con vy : |z| =4
by 272

dr; a,b>0.

/ T cos(ax) — cos(bx)

$2



Quanto cum dolore

Clase S d€ ej erCiCiO S Ampliaciones



Calcular la integral

/°° COS WX s
o T+ 81

siendo w > 0.

Numerador
:.......I........?...
.COS(CULIS‘) i _(ezw:c L e—zwa:)

Denominador
R e = gt gl inidkn e o g RE 2 opE e e )
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f(w) = 2mi [Res(Int, x1) + Res(Int, x2)]

.................................

e 3w - a0
Res(Int,x1) = cEoE 2 e 3%/V2(ecas T 4 jgin =
s ), 108\/— 108+/2 Sl 2
Res(Int, x i) S e e
Shet 108\/_ ~ 1082 s & 2’

W —ﬂe_g“’/\/5 coss—w SmS_w
il soes v an s i) [

) [cos S_w cosh B_w + sin S_w sinh 3_cu]
" 272

vz N2 2

e



IIT Sea C el circuito de forma rectangular con vertices L, L + im,—L + i,
—L (siendo L>0). Calcular la integral

Z
P dz .
V/C sinh 22 ?

;Hay algun cambio en el resultado en el limite L — 00?

1T
Ceros del denominador i 71@ Conek=0 "L i) =

z 1
El integrando no tiene polo en z =0 porqué lim ———— = —
z—0sinh2z 2

¥, T T %
LiComver st
e (SinhQZ 22) e

: Z z s Z
L [ (m) et g ) e i )
L /C<S1nh 27;) L sinh 22 2 el sinh 2z




/00 Ccos 2x p
T
0o 243

X cos 2 1 [° cos2x 1 e21%
/0 2 + 3 v 2/_005132—1—3 T= e Cp 22 +3 ?

e2iz .e(—2\/§) e—(2V3)
iV z—iv3)| 23 2v3

1 e2z'z 1 .
7 . 243 dz = §2mReSz:i\/§ [(
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/|z|_2 e (4z2 + 3z3> dz

2 2 3 _ 2 3 2 2° 2° 2°
/|z|:2e (42 + 3z ) dz = /|z|:2 (42 + 3z ) (1 + " + 51,2 + 31,3 + A4 +...| dz
23 24 23 94 44
_ 2 = 3_ % _ ; - o —
= /|z|:2 4z 3153 + 3z 4!Z4dz = 271 (4 3l + 34! = 3

18



Hallar el recinto de convergencia de las siguientes series

2. (Zn * snlzn>

n=1

E 2" es una serie geometrica que converge por |z| < 1

n

1
Z(Sz)_” es una serie geometrica que converge por [3z| 7! < 1 < |z| > 3

n

1 1
Z (z” 4 ) converge por — < |z| < 1
— Szl 3

152,



Hallar el recinto de convergencia de las siguientes series

@® Si |z| <1.y“n” suficientemente grande = 22 viasericconvcive

Si |2| >1 .y“n” suficientemente grande 1 Zylaccriediverse

20



Calcular la parte principal de las siguientes funciones alrededor de los
puntos indicados

22/, a)z=0 b)z=00
e*—1
22In(1 — 2)’

a)z=0 b)z=—00

7=0i 22/ 2@+¢+—1 e e ) =22+ foe
 Z=U G =z — e o e s =z Z S e e s
' 2 22 3 s ] el

1 1
2 =
= +Z+2+;(n+2)!z”

el — 2z — 2z
2l ) =2 o (D)+2 +2+2 +...)]
—1 1 1 1 1
£i] 1
— ?(1 e 0(22)) — Partc principal — 2



Calcular la parte principal de las siguientes funciones alrededor de los
puntos indicados

22el/?; a)z=0 b)z=00

e? —1
: _ bz = —
22In(1 — 2)’ a)z =0 bz >
zZ =00 Cambiamos variable z— 7 = L

..y desarrollamos alrededor de 2z’ =0

. e 1 1 1 1 .
2el/ = =ﬁ+?+§+(9(2/1)222+z+§+0(2 =
z = —00 Cambiamos variable 2z — 2’ = 1/

..y desarrollamos alrededor de 2’ =0

/

e, =~ 2/2(6_1/Z _1) : 2/2(6_1/2/—1)

2In(l—2) In(Z-1)-lhz i#n+0F)—-In

..en este caso tenemos un corte



. TcosT
2 o T2+ 7z + 10 Polos simples en x=-2 y x=-5

L ———

Podemos calcular

1

oS
P - ; -
V/_OO x2+7x+10‘w_1 gl ool = Beldll,
o xez’waz
=
/o) V/OO 2 4+ T2 + 10

f(w) = mi [Res(Int, —2) + Res(Int, —5)] = [%2@—% - g 6_5w]
2 - 5 -
— T4 [?(COS(Qw) — ¢8in(2w)) + §(608(5w) - zsm(5w))]

Rl [%2 O g Sin(5w)]

S -y éos iy _9 =
PV ey
/Oox2—|—7a?—|—10‘w_1 W[g Sm()+38m( )]




0 cos wt
/ ~ dt; w > 0.
o cosht

/OO coswt 1 /OO cos wt /OO cos wt R /OO et
St === e
o ecoshit e D | - coshi - coshi ~ COsht

o ==

LTC :
Polos simples en 25 + kgt ke — [l e

------
4‘ .5

~

=
N

(\W)

iy

.

=
TS

(\W)

i 2




La integral sobre el circuito rectangular da

o0 eiwt
= 2ri Int,im/2) = 2mi(—i)e”™/?
2/ dt . i Res(Int,im/2) = 2mi(—i)e

= O©)

o0 1wt
/ dt 4 = e ™W/2

e cohit

2 cos wt
/ dt = e ™W/2
£ cosht

@)



Clase 11

* 10-Estudiar que tipo de singularidad en el punto
z=infinito para las funciones

Para estudiar la singularidad en z=infinito hay
escribir estas funciones en la variable z’'=1/z
y desarrollar alrededor de z’'=0 @

26

2
224+ 1’

1 1
-+,
2281/z7

1
224+1’




4

/.25 1/z === Ty 7 e hay sinolllaridadesien 7=0

zh2+1 Z 23
1
(1 + Zl—z) z Z Z/n
Z2€1/z o L) _I_Z/—l oL Z
: 1 (n+ 2)!
Ser1es[ , {z, O, 2}] e
1
(l + —2) y 4
3 z — Z L
otz 2" (n + 2)!
n=0
No hay singularidades
1 1 q h " 2 o I | + O
— im — = —
Sinek 2 sin 7/ Recordamos ahora que i, o5 = gl .
1
O /0
sin(1/z) _>‘+ v
Y hay singularidades

27



* 11-Calcular las siguientes integrales (los circuitos estan orientados siempre en sentido
antihorario)

/ 3z+1 1 )
2z —1p con v : |z| =

/ 2 d y = 2
Z, CO |z =
ty 224+ 1 . 2]

1/(z—1
/ e!/! )dz con 7y : |z| =4
by 22

+00 —
/ COS(ax) COS(bx) dx, a, b > 0. ‘
0

£L'2

28



/ 3z+1 ., 2
y 2(2—1)3 g

Tenemos un polo simple en z=0y un polo triple en z=1. El resultado es

3z+1 3z+1
=1 = 1.
2(z — 1)370) m 2z —1) z

Res(

3z+1 1 2 3241

Res(z(z —1)3’ 1) = 5 lim

2 2—1 dz2(z(z _ 1)3 (Z - 1)3) = 1.

/ 3z+1 dz = 2mi(Res(f,0) + Res(f,1)) = 0.
N

op 2(2 = 1)3 O

29



/ 2 d = 2
Z, : —
. 5 A1 con v : |z|

1 1 : 1 .
24 = —5 = §e(1+2k)m — 2k = %G(ka)m’, k = O, ]., 2, 3.
23 2% (z — z) 1 3z 1
R = i = de 'Hopital = li ——— ) ==
es(2z4 + 1’ %) com 224+ 1 M (2 82 ) 8

3 3 .
z _ 1 .
/+ dz = 2mi E Res(f,zk)=27rz4§=7rz.

4
oD 224+ 1 0

30



ol/(z—1)
/ dz, con vy : |z| =4

ol/(z—1)
/ dz = 2mi(Res(f,1) + Res(f,2)).
+

oD < —

1/(2_1) oniendo z'=z— = 1/’2/
Res(f,2) = e Bess o ae: o p
z =2 =7
1 'm
= —Res Z:O 7 Z:Oz iy
i /Tn_—n El residuo es el coeficiente del polo simple: n=m+1
>
— —Resz Z = |2 =0
n=0 m=0 :
o 1
= —Res Z =
| |
e el = L) == (m + L)
1
=—[Y —~-1]=—(e-1)
|
<m—0 (m) )
ol/(z=1) |
Sumando todo el resultado final es / p— dz = 2m1.
+y

il



xz

/+°° cos(az) — cos(bx)

dr; a,b>0.

X

/oo . cos(az) - cos(bz) 1 /°°

2 J oo

1
:gRe/_OO

cos(ax) — cos(bx)

dx
$2
00 tax 1bx
e g &
dx >
X
ptaT _ 6'Lbaz : elaz _ 6zbz
dr = 1mRes 2=0 =
2 2
€T <
— cos(bx)

/OO . cos(ax)
0

S

12



27 de /1,9 /‘271” de
= = z)dz
/0 4cosf+5 <= C o 4cosf+5 +,yf( )

(

f(2) =i 1o
. (2)dz = 2miRes(f, _71) = gf,—r_
u dp 41 z
/o (cosd + 2)2 :/ﬂf(Z)dz f(z):_(z2+4z+1)2'
(2)dz = 2miRes(f, —2 + \/5) = 27r7j(_—2i) — Ar
+ ’ 3v/3 3v/3

33



/ i sin(2z)dz. = Im 622$d$
e

oo T2 —4x+5 2y 5
. 5 = — 2
Para hacer esta integral utilizamos el lema de Jordan. Escribimos 9(z) = > j yP—-
E integramos / e”g(z)dz - En el semiplano complejo superior
+0DR

e—2+4z

/ e%%g(2)dz = 2miRes(€%%g(2), 2 + i) = 27ri( ) — e+
+0DRr

Separando la parte real e imaginaria y tomando solo egéa tltima obtenemos

+o00 -9
/_oo p f 125 sin(2z)dx = ;T—Qcos(4).

34



o T2 Escribimos el
coseno en
/ 20 sin?(mx) P / o de 1 / T cos(2mx) g1 / T cos(27z) N términos de
o T2H1 T2 22+l 2 o 2241 2 2 o w241 exponenciales
2miz ; : : = 271 ).
f(z) = e2 T E integramos en el semiplano superior /+aDR f(z)dz = 2miRes(f, )
<

@
Res(f,1) = lim f(2)(z —1) =

z—1i 2327’

5D



Separamos la parte real e imaginaria de la integral

Sumando todo

/+oo
— 00

36




Tvra V\,s-forma da de Mellin

1
b2
R — R(z)eo‘LOg(z)

Hay que definir bien el logaritmo para evitar ambigiiedades

e —

Log(z) =1In|z| + tArg, 2 0 < Argz < 2w

S/



xa

flx+140) = f(x) = (1—|—.:1:)2 > 0 (x > 0);
f(x —i0) = f(x)e”™ = 1+ 2) > 0 (x > 0).

Para aplicar el teorema de los residuos ahora necesitamos un circuito particular

p = radio circunferencia pequena

R = radio circunferencia grande

I = integral sobre todo el circuito

I, = integral sobre circunferencia pequena

I+ = integral sobre semi-circunferencia grande

38



I = integral sobre todo el circuito = 27:3 Res(R(2)-

d 2 d (a=1)im _ __

a — 2 el —
Res(R(2)z%,—1) = zlim1 2212 5 (2+1) zll>m1 dzz = ae

I = / f(x +1i0)d / dz—i—/f:c—zOd:c—F/
‘|‘FR +’Yp
R e
z27ra / / dZ-|—/
p +FR +

p

1)




40



1
/O (wa dr, 0<a<4 R(z):(1+22)2

f(2) = R(2)2% = R(z)e*°8(?)
Log(z) =1In|z| + iArg, z 0 < Argz <27

xa—l

f(a:+z'0)=f(x)=(1+$2)2>0 (x > 0);
(@ —i0) = f(z)ei2r@=D) — f:e;;: S0 (z>0).

41



d z2¢71 d zo71 a—2
a—1 . : -\ 2 : /2
Res(R(z)z%7,1) = lzlgi iz (11 22 (z—1)° = EE% PPy P gt/

d Za_l d Za_l o — 2 .
a—1 . . -\ 2 . 3iam/2
RGS(R(Z)Z ) —Z) = zlln;li i (1 Z2)2 (Z -+ Z) = zllII_li . (Z 2)2 = —4 ¢ /

R Za—l P za—l
I r= +10)d -1—/ d —I—/ —10)d / d
R /p f(z +1i0)dz o 1) z i f(z —10)dz + At 2

(1 ei27ra) /R o1 dzc—l—/ 201 J +/ 2ol g
= (1 — A Z.
, (L+z%)? +rp (L+27)? +y, (14 22)?

42
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Ra R—)OO\ O
(R2 _ )2 §

p” p—0
(o



2T > xa—l L — 2 iom iam . iom
(1—ei2ma) /O oy gy 1 = 20 (@0t = i =2)e” cos(arm/2)

/°° 1 Ip — (2 — ) cos(oz7r/2).
o (1+x2)2 2 sin(ar)

4



T'ruco para integrales con logaritmos
d

lhoiee — Jilae. — 1

Observar que G

, S A d . g
Entonces por ejemplo — lim —
0 (1 —|— CIZ’) a—0 dOé 0 (]. —|— CE)Z

d QT ’
— lim

a—0 do Sm(cwr)

45



T'ruco para integrales con logaritmos

L
El truco se puede extender = = o —— "
a—0 d™
- = s dit [ o ns
jemplo = 100 =
o (14+zx)2 o—=0daj, (14+zx)?
; d"™ QT
— i O

a—0 d"a sin(am)



