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Ejercicios de repaso

• 1- Determinar todos los posibles valores de estos números complejos

• 2- Sea C una circunferencia de radio 2 con centro en el origen. Calcular,  la circunferencia en 
sentido anti-horarioZ

C
z̄ dz

<latexit sha1_base64="Hgxvpi5hQqchKmy/fwirst5NBYk=">AAAB9XicbZC9TsMwFIWd8lfKXygji0WFxFQlCAQSS0UXxiLRH6mJIsd1WquOE9k3QFv1UWBCwMaL8AK8DW7JAC1n+nzPsXTvCVPBNTjOl1VYWV1b3yhulra2d3b37P1ySyeZoqxJE5GoTkg0E1yyJnAQrJMqRuJQsHY4rM/89j1TmifyDkYp82PSlzzilIAZBXbZ4xKCOvZCovDYu8K9cWBXnKozF14GN4cKytUI7E+vl9AsZhKoIFp3XScFf0IUcCrYtORlmqWEDkmfdQ1KEjPtT+a7T/FxlCgMA4bn79/ZCYm1HsWhycQEBnrRmw3/87oZRJf+hMs0AyapiRgvygSGBM8qwD2uGAUxMkCo4mZLTAdEEQqmqJI53108dhlap1X3rHp+e1apXedFFNEhOkInyEUXqIZuUAM1EUWP6Bm9oXfrwXqyXqzXn2jByv8coD+yPr4Bfa2RJQ==</latexit>

• 3-Utilizando el teorema de Cauchy calcular 
Z

C
dz

e�z

z2 � i⇡/2
con C = {|z| = 3}

<latexit sha1_base64="zufmc2oqAoTRg72shZhQqqL80Cc="></latexit>

2

2 ln(1� i) = ln(1� i)2 = ln(
p
2ei(

⇡
4 +2n⇡))2 = ln 2 + i

⇡

2
+ in4⇡

<latexit sha1_base64="k2Yu6SUDOCseqA7hpZRKgF54pA0="></latexit>

En la primera hoja de Rieman n=0

Poner z = 2ei✓ ! z̄ = 2e�i✓; dz = 2iei✓d✓...

<latexit sha1_base64="ExxZItnZx5+Hj2xpq+LhpNay3aU="></latexit>



Los polos se encuentran en 

In[3]:= Simplify[Solve[z^2 - I π / 2 ⩵ 0, z]]

Out[3]= z → -
1

2
-
ⅈ

2
π , z →

1

2
+
ⅈ

2
π 

Los residuos valen

In[8]:= Re1 = FullSimplifyResidue
e^(-z)

z^2 - I π / 2
, z, -

1

2
-
ⅈ

2
π 

Out[8]= -
 1
2
- ⅈ

2
 e

1
2
+

ⅈ

2
 π

π

In[9]:= Re2 = FullSimplifyResidue
e^(-z)

z^2 - I π / 2
, z,

1

2
+
ⅈ

2
π 

Out[9]=

 1
2
- ⅈ

2
 e-

1
2
-

ⅈ

2
 π

π

Resultado

In[11]:= FullSimplify[2 π I (Re1 + Re2)]

Out[11]= (-1 - ⅈ) e-
1
2
-

ⅈ

2
 π

-1 + e(1+ⅈ) π  π



• 4-Decir cual es el radio de convergencia de la serie 

y calcular f(i/2)

Observamos que 

Entonces 



• 5-Calcular el desarrollo en serie de Taylor y/o Laurent de (algunas) de las siguientes 
funciones 

i)

ii)

iii)



iv)

v)

Entonces sigue que



vi)
Si

Entonces por

vii)



• 6-Calcular el desarrollo en serie Taylor y/o Laurent de 

Recordamos que

Y derivando termino a termino

Entonces

Recordamos que



• 7-Determinar el modulo de la función f y para que valores de z la función vale 1 

Entonces

Es decir

Entonces

Es decir



• 8-Escribir la parte principal en el desarrollo de Laurent/Taylor de las funciones

Y la singularidad en z=0 es 
eliminable1.

Y la singularidad 
en z=0 es 
eliminable

2.

3.

4.

Y la singularidad 
en z=0 es 
Esencial

Y la singularidad 
en z=0 es 
Esencial



• 9-Utilizando el método de los residuos calcular las integrales

a)

c)

b)

d)



• 10-Estudiar que tipo de singularidad en el punto 
z=infinito para las funciones

• 11-Calcular las siguientes integrales (los circuitos están orientados siempre en sentido 
antihorario)



Quanto cum dolore

Clases de ejercicios Ampliaciones



cos(!x) =
1

2
(ei!x + e�i!x)

<latexit sha1_base64="ImqNCUaUMV296dZNeEfr+K32IEY="></latexit>

x4 + 81 = 0 ! x4 = �34 = 34ei⇡+2k⇡ ! x = 3ei⇡/4+k⇡/2 con k = 0, 1,�1,�2

<latexit sha1_base64="ZyRm7uBjGNL4b/2IrX1fNAEfw24="></latexit>

Numerador

Denominador

x1 =
3p
2
(1 + i); x2 =

3p
2
(�1 + i); x3 =

3p
2
(1� i); x4 =

3p
2
(�1� i);

<latexit sha1_base64="oK5b7MCNtwOt0zQ0tdnn1XvbW6k="></latexit>

Z 1

�1

cos!x

x4 + 81
=

1

2

h
f(!) + f(�!)

i
con f(!) =

Z 1

�1

ei!x

x4 + 81

<latexit sha1_base64="yjDgteKEcrSk0aeeCcggKy55x4E="></latexit>

14



f(!) = 2⇡i [Res(Int, x1) + Res(Int, x2)]

<latexit sha1_base64="oQxyV9x94ZK4r3SWJe0cXEqCzQc="></latexit>

Res(Int, x1) =
�(1 + i)

108
p
2

e�3(1�i)!/
p
2 =

�(1 + i)

108
p
2

e�3!/
p
2(cos

3!p
2
+ i sin

3!p
2
)

Res(Int, x2) =
(1� i)

108
p
2
e�3(1+i)!/

p
2 =

(1� i)

108
p
2
e�3!/

p
2(cos

3!p
2
� i sin

3!p
2
)

f(!) =
(⇡)

27
p
2
e�3!/

p
2(cos

3!p
2
+ sin

3!p
2
) = 2⇡i[2iIm(Res(Int, x1))]

<latexit sha1_base64="zWiQU1rVG0UzcrYGeAkRRGQ+Oq8="></latexit>

1

2

h
f(!) + f(�!)

i
=

(⇡)

27
p
2


cos

3!p
2
cosh

3!p
2
+ sin

3!p
2
sinh

3!p
2

�

<latexit sha1_base64="qT/DUOipYu0SBqg49mOKfURoC3k="></latexit>

15



Ceros del denominador z =
i⇡

2
k con k = 0,±1,±2, . . .

<latexit sha1_base64="vdSMZIld0R2RwMthgKkYRcdcUHY="></latexit>

El integrando no tiene polo en z = 0 porqué lim
z!0

z

sinh 2z
=

1

2

<latexit sha1_base64="HIVZhcxTtDwX0jsJFkKcIhO06OQ="></latexit>

i⇡

<latexit sha1_base64="BuKJClmm/wI01uSNece6qEpHFTs="></latexit>

�i⇡

<latexit sha1_base64="NbYdY8wZGVaWz4VFsCV+cuULjnY="></latexit>

i⇡/2

<latexit sha1_base64="tmkDDg7w3JCJe+P3p9N4v4kwfvs="></latexit>

�i⇡/2

<latexit sha1_base64="OWGr96nydOs6oznpgpDP9Ur8uaw="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="nkoQPjq739cq9ss8mc4VLAXZ+S0="></latexit>

�L

<latexit sha1_base64="q2sYCiU7zB2zBeusOjQbrXKiSJU="> </latexit>

Res
⇣ z

sinh 2z
, i
⇡

2

⌘
= �i

⇡

4

<latexit sha1_base64="WGemv9b0vFwXF+J0zgkBd937EdQ="></latexit>

16

Res
⇣ z

sinh 2z
, i⇡

⌘
=

<latexit sha1_base64="qU3FMM78efh4ccx7Dv8M14HRsVE="></latexit>

Z

C

⇣ z

sinh 2z

⌘
= 2⇡iRes

⇣ z

sinh 2z
, i
⇡

2

⌘
+ 2⇡iRes

⇣ z

sinh 2z
, i⇡

⌘

<latexit sha1_base64="pE9oBt8oUaPFKoFsP2KzRc6Eau0="></latexit>
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18



X

n

zn es una serie geometrica que converge por |z| < 1

<latexit sha1_base64="IjTg2UjGqTAsDhO37z94fJPlqyk="></latexit>

X

n

(3z)�n es una serie geometrica que converge por |3z|�1 < 1 () |z| > 1

3

<latexit sha1_base64="W1ffp6qVCYXNpAELK42eCainwbs="></latexit>

X

n=1

✓
zn +

1

3nzn

◆

<latexit sha1_base64="8vV4HxoxSanBT+ZrJu5fvY6pGTQ="></latexit>

19

X

n=1

✓
zn +

1

3nzn

◆
converge por

1

3
< |z| < 1

<latexit sha1_base64="Yv9HzsjKRczLwqPlreksaL/AtAI="></latexit>



Si |z| < 1

<latexit sha1_base64="kCkAJ/McIrGtkbgZbI1dMAde6KM="></latexit>

..y “n” suficientemente grande zn

1� zn
⇠ zn

<latexit sha1_base64="eUnAiqyjfQbtbxKIvABDwIA88ic="></latexit>

.. y la serie converge

|z| > 1

<latexit sha1_base64="G9yaUBhYFdccD/STN/TiIGp0m48="></latexit>

Si ..y “n” suficientemente grande
zn

1� zn
⇠ �1

<latexit sha1_base64="EL96txLNyscvHx47/FH3EB5FuZE="></latexit>

.. y la serie diverge

20



z=0 z2e1/z = z2
⇣
1 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+

1

4!z4
+ . . .

⌘
= z2 + z +

1

2
+

1

3!z
+

1

4!z2
+ . . .

= z2 + z +
1

2
+

X

n=1

1

(n+ 2)!zn

<latexit sha1_base64="T4cxosjgiA/05SBJRoh6lMt9cs0="></latexit>

ez � 1

z2 ln(1� z)
=

1

z2

⇣
z +

1

2!
z2 +

1

3!
z3 +

1

4!
z4 + . . .

⌘ 1⇥
(�)(z + z2

2 + z3

3 + z4

4 + . . . )
⇤

=
�1

z2

⇣
1 +

1

2!
z +

1

3!
z2 +

1

4!
z3 + . . .

⌘ 1⇥
(1 + z

2 + z2

3 + z3

4 + . . . )
⇤

=
�1

z2
(1 +O(z2)) =) Parte principal = �

1

z2

<latexit sha1_base64="5UaWtCsdowvicjgAUiSoi4jRBfc="></latexit>



z = 1

<latexit sha1_base64="GpWWTxwolgB5Ba+0kpbIhiZL5CI="></latexit>

Cambiamos variable z ! z0 = 1/z

<latexit sha1_base64="pOVWxGEvn+hO4VSweeNBICF4EI4="></latexit>

z0 = 0

<latexit sha1_base64="M37mGOJKvhm931H5c6QlbIEfP1Q="></latexit>

..y desarrollamos alrededor de 

z2e1/z =
1

z02
ez

0
=

1

z02
+

1

z0
+

1

2
+O(z01) = z2 + z +

1

2
+O(z�1)

<latexit sha1_base64="6Ywpnz2Cy4X/55YWJsy3pJWF/U8="></latexit>

z = �1

<latexit sha1_base64="P5AXHAEeIQyJ7KHEGw8LyXOldo4="></latexit>

Cambiamos variable 
..y desarrollamos alrededor de 

z0 = 0

<latexit sha1_base64="M37mGOJKvhm931H5c6QlbIEfP1Q="></latexit>

ez � 1

z2 ln(1� z)
=

z02(e�1/z0
� 1)

ln(z0 � 1)� ln z0
=

z02(e�1/z0
� 1)

i⇡ +O(z0)� ln z0

<latexit sha1_base64="ReAb23rVE7OYhPliIPF+tvN2Jbk="></latexit>

..en este caso tenemos un corte

z ! z0 = 1/z

<latexit sha1_base64="cuNddjeJMZ/69/edjxXRI5JLxr8="></latexit>



PV

Z 1

�1

x cosx

x2 + 7x+ 10

<latexit sha1_base64="raxCGyfYV5OT9tpldh4gDQH7hMo="></latexit>

Polos simples en x=-2 y x=-5

Podemos calcular

f(!) = ⇡i [Res(Int,�2) + Res(Int,�5)] = ⇡i


�2

3
e�2i! +

5

3
e�5i!

�

<latexit sha1_base64="7s5SNfPwVT7KttOTmQ2lFCZyqY4="></latexit>

= ⇡i


�2

3
(cos(2!)� i sin(2!)) +

5

3
(cos(5!)� i sin(5!))

�

<latexit sha1_base64="rRvuhA7qdGGMXhl6AXtwNoCX0IY="></latexit>

Ref(!) = ⇡


�2

3
sin(2!) +

5

3
sin(5!)

�

<latexit sha1_base64="C0TAUjoc/wlofJ8SxDP931JwD7o="></latexit>

PV

Z 1

�1

x cos!x

x2 + 7x+ 10

����
!=1

=
1

2
(f(!) + f(�!))

����
!=1

= Ref(!)|!=1

f(!) = PV

Z 1

�1

xei!x

x2 + 7x+ 10

<latexit sha1_base64="9q3J+fEzBuqUGGIRj8D35uwkSkI="></latexit>

PV

Z 1

�1

x cos!x

x2 + 7x+ 10

����
!=1

= ⇡


�2

3
sin(2) +

5

3
sin(5)

�

<latexit sha1_base64="oMtMD6vf9g/peJfXWcn6ThCbCdo="></latexit>



Z 1

0

cos!t

cosh t
=

1

2

Z 1

�1

cos!t

cosh t

<latexit sha1_base64="QHgip7ShFTVqEQU9A75BV80p124="></latexit>

Z 1

�1

cos!t

cosh t
= Re

Z 1

�1

ei!t

cosh t

<latexit sha1_base64="kws0ZJXZCLuoC1KQrk2RHImeDZs="></latexit>

Polos simples en i
⇡

2
± ki⇡, k = 0, 1, 2, 3..

<latexit sha1_base64="T0aCfmSH8+D1qC9Qy6EZ4+xyDQs="></latexit>

No es el más sencillo i⇡

<latexit sha1_base64="uHAlQvkwb8m3/TWDFEvEaWMb7gQ="></latexit>

i⇡/2

<latexit sha1_base64="lpMK/jNhWxztmK2vY2lyEr4wUqA="></latexit>

i⇡/2

<latexit sha1_base64="lpMK/jNhWxztmK2vY2lyEr4wUqA="></latexit>



2

Z 1

�1
dt

ei!t

cosh t
= 2⇡iRes(Int, i⇡/2) = 2⇡i(�i)e�⇡!/2

<latexit sha1_base64="70KNnyCsR1FwTZSvwXeQJ18AvrY="></latexit>

La integral sobre el circuito rectangular da

Z 1

�1
dt

ei!t

cosh t
= ⇡e�⇡!/2

<latexit sha1_base64="9BIRMu2timDiwOAD7nborlOnNEQ="></latexit>

Z 1

�1
dt

cos!t

cosh t
= ⇡e�⇡!/2

<latexit sha1_base64="kZPam1wYtT6FySNwVEmQeXVbXP4="></latexit>



Clase II
• 10-Estudiar que tipo de singularidad en el punto 

z=infinito para las funciones

Para estudiar la singularidad en z=infinito hay 
escribir estas funciones en la variable z’=1/z 

y desarrollar alrededor de z’=0

26



No hay singularidades

1� 1

z
+

1

z3
! 1 + z0 + z03, no hay singularidades en z’=0

<latexit sha1_base64="DukHjon8fbPc0lsl7+HcG6d6R0o="></latexit>

z2e1/z ! z0�2ez
0
= z0�2 + z0�1 +

X

n=0

z0n

(n+ 2)!

= z2 + z1 +
X

n=0

1

zn(n+ 2)!

<latexit sha1_base64="u+5jOu8ClCWvUSLjapXfL3HS1KE="></latexit>

1

sin(1/z)
=

1

sin z0

<latexit sha1_base64="pTqYFF9r2mDKS/HRzqP3xfGxhXg="></latexit>

Recordamos ahora que lim
z0!0

z0

sin z0
= 1 !

1

sin z0
=

1

z0
+O(z00)

1

sin(1/z)
! z +O(z00)

<latexit sha1_base64="ZgB97qivz6d2/56gLjKWziDjYSg="></latexit>

Y hay singularidades 

27



• 11-Calcular las siguientes integrales (los circuitos están orientados siempre en sentido 
antihorario)

28



Tenemos un polo simple  en z=0 y un polo triple en z=1. El resultado es

29



30



El residuo es el coeficiente del polo simple: n=m+1

Res
e1/(z�1)

z � 2
|z=1

( poniendo z0=z�1)
= Res

�e1/z
0

1� z0
|z0=0

= �Res
X

n=0

1

z0nn!

X

m=0

z0m|z0=0

= �Res
X

n=0

X

m=0

z0m�n

n!
|z0=0

= �Res
X

m=0

z0�1

(m+ 1)!
|z0=0 = �

X

m=0

1

(m+ 1)!

= �
 
X

m=0

1

(m)!
� 1

!
= �(e� 1)

<latexit sha1_base64="TLV6SSRgP82b1lTqRswxUI1ZyV4="></latexit>

Sumando todo el resultado final es

31



Z 1

0
dx

cos(ax)� cos(bx)

x2
=

1

2

Z 1

�1
dx

cos(ax)� cos(bx)

x2

=
1

2
Re

Z 1

�1
dx

eiax � eibx

x2

<latexit sha1_base64="hSndA7v9LX/IZNT0JRJ62mI1WE8="></latexit>

Z 1

�1
dx

eiax � eibx

x2
= i⇡Res

eiaz � eibz

z2
|z=0 = ⇡(b� a)

<latexit sha1_base64="auDHjxT3GMFKxAVS4EhwCXgt+7Y="></latexit>

Z 1

0
dx

cos(ax)� cos(bx)

x2
==

⇡

2
(b� a)

<latexit sha1_base64="zq2iPBUS3N180z5R9tXGUudWnsI="></latexit>

32



z = ei✓

<latexit sha1_base64="Qgy+7SAMA/YfRZjRhth8OJ9kPuY="></latexit>

33



= Im

Z 1

�1

x� 2

x2 � 4x+ 5
ei2xdx

<latexit sha1_base64="/5JO+4nsydItcMB3MSbx3MkkUSg="></latexit>

Para hacer esta integral utilizamos el lema de Jordan. Escribimos

E integramos En el semiplano complejo superior

Separando la parte real e imaginaria y tomando solo esta última obtenemos

34



E integramos en el semiplano superior

Escribimos el 
coseno en 

términos de 
exponenciales

35



Separamos la parte real e imaginaria de la integral

Sumando todo

36



Transformada de Mellin

Hay que definir bien el logaritmo para evitar ambigüedades

Log(z) = ln |z|+ iArg, z 0  Arg z < 2⇡

<latexit sha1_base64="KE5PUXG5A/mrAPOnfEIBsUsou28="></latexit>

37

R(z) =
1

(1 + z)2

f(z) = R(z)z↵ = R(z)e↵Log(z)

<latexit sha1_base64="p/4c90uTgHZ6fRiul6izwqxrcMQ="></latexit>



Para aplicar el teorema de los residuos ahora necesitamos un circuito particular

⇢ = radio circunferencia pequeña

R = radio circunferencia grande

I = integral sobre todo el circuito

I� = integral sobre circunferencia pequeña

I� = integral sobre semi-circunferencia grande

<latexit sha1_base64="lzrSXdbyYgR27Mfp4HKK91tG5bI="></latexit>

38



I = integral sobre todo el circuito =

<latexit sha1_base64="AUchCnssA1KFJSeMuo44SS/Nn/g="></latexit>

I

39



40



R(z) =
1

(1 + z2)2

f(z) = R(z)z↵ = R(z)e↵Log(z)

Log(z) = ln |z|+ iArg, z 0  Arg z < 2⇡

<latexit sha1_base64="tVVm3B8MqhQKNERfCLm/DHF2Mrk="></latexit>

41
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44



Truco para integrales con logaritmos
Observar que

Entonces por ejemplo

lnx = lim
↵!0

d

d↵
x↵

<latexit sha1_base64="yZhhNOqf5nT4RRGAgLv8YCpsvFE="></latexit>

Z 1

0

lnx

(1 + x)2
= lim

↵!0

d

d↵

Z 1

0

x↵

(1 + x)2

= lim
↵!0

d

d↵

↵⇡

sin(↵⇡)
= 0

<latexit sha1_base64="1iQvAO/E/Fj/PCv3fJQUsBOmLhU="></latexit>

45



Truco para integrales con logaritmos
El truco se puede extender lnn x = lim

↵!0

dn

dn↵
x↵

<latexit sha1_base64="2GqLW+Ztt7VM8F68MVx6KfTwRXQ="></latexit>

Z 1

0

lnn x

(1 + x)2
= lim

↵!0

dn

dn↵

Z 1

0

x↵

(1 + x)2

= lim
↵!0

dn

dn↵

↵⇡

sin(↵⇡)

<latexit sha1_base64="gRzZuYjrA54ToMFSkipnpFHFKCM="></latexit>

Ejemplo


