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Automatica: problemas resueltos

Tema 1:

Nociones

basicas de

sistemas y
senales



1.- Para las sefales de tiempo continuo x(t) y h(§tradas en léigura
1.1, obtener cada una de las siguientes sefiales:

a) x(t-2) h) h(1-2t)
b) x@-t) ) 4h(1)

4
c) x(2t+2)

t NICILEEY
d) x(2-3)

K) x(t)h(t+1)
e) [x(t) +x2-t)Ju@-t)

) x(t)h(-t)
) ht+3
m) x(t-1)hl-t)
t
h(=-2
9 h-2)
x(t) h(t)
3
2 2
1 1
b
1
2
3
“ 2 6 2 t(s) 4 "4 2 6 2 t(s) 4
figura 1.1
Solucion
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a) X(t-2) b) x(@A-t)
4 4
X(t-2 X(1-t
3 3
2 2
1 1
| e ok N
1 1
2 2
3 3
% 2 0 2 t(s) 4 4 2 0 2 t(s) 4
c) x(2t+2) d) X(Z—I)
3
4 4
X(2t+2) x(2-t/3)
3 3
2 2
1 1
b o o N
1 1
2 2
3 3
4 2 0 2 t(s) 4 ‘12 -6 0 6 t(s) 12
e) [x(t) +x(2 - t)ju@-1t) f) h(t + 3
omeonay heeed
3 ; 3
0
“y 2 0 2 t(s) 4 6 -4 2 0 t(s) 2

10




h)h(1-2t)

t(s) 12

) h)s+D)

-8 -4 0 4 t(s) 8

A b N A

h(t/2) 3(t+1)

PN Wb

o

-4 2 0 2 t(s) 4

k) x(O)h(t +1)

) -x(t)h(—t)

4 4
x(Dh(t+1) X(Dh(-t)

3 3

2 2

1 1

| R S, A / .......................... |
-1 : -1
2 | 2
-3 =3
-4 . -4

-4 -2 0 2 s\ 4 -4 2 0 2 s\ 4

m) x(t —1)h(1-1t)
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4
x(t-Dh(1-t

-4 2 0 2 t(s) 4

12



2.- Estudiar la invarianza en el tiempo de los sistedeaBempo continuo
definidos por las funciones:

a) y(t) =senk())

D) y(t) = (1)

3t

0 y()=[xn)dr

—00

t

d) y(t)=[xr)dr

—00

Solucién

Para demostrar que un sistema es invariante erieehgo, debemos
comprobar que sift) tiene como salidaift) y »(t)=xi(t-t) tiene como
salida y(t), entonces }t)=y(t-to), es decir, un desplazamiento en el tiempo
de la entrada provoca otro similar en la salida.

a) y(t) =sen(x ¢ ))
Sea x(t) una entrada cualquiera al sistema cuya salideas

yi(t) =sen(x, ¢))
Sea x(t)=x1(t-tg) otra entrada cuya salida viene dada por
y,(t) =sen(x, ())= senf, (-1 ))
Por la definicién de jft) sabemos que
y,(t—t,) =senk, ¢—t,))
por lo que podemos afirmar que
Yi(t=15) = y,(1)

13
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y concluir que el sistema definido por la funcign(t) =sen ()) es
invariante en el tiempo.

d
b) y(t) = 5 (x(1)
Sea x(t) una entrada cualquiera al sistema cuya salideas

d
yi(t) = a(xl(t))
Sea ¥(t)=x1(t-tp) otra entrada cuya salida viene dada por
d d
Yo(t) = a(xz(t)) = a(xl(t = to)
Por la definicion de jft) sabemos que
d
Yi(t=1tp) = a(xl(t —to)

por lo que podemos afirmar que
Ya(t=1,) = y,(9

. . - L, d
y concluir que el sistema definido por la funmcy(t):a(x(t)) es

invariante en el tiempo.
3t

0) y(t) = [ X(r)dr

—0o

Sea x(t) una entrada cualquiera al sistema cuya salideas
3t
yi(t) = [ x(r)dr
Sea x(t)=x1(t-tg) otra entrada cuya salida viene dada por
3t 3t
V()= [x(n)dr= [ x(r-¢) o

donde realizamos el cambio de varialsle 7-t, quedando que

14



3t-t,

Y ()= foxi(r')drf [x(@ o

Por la definicidén de jft) sabemos que

3(t-to) 3t-3t,

W(t-t)= [x(n)dr= [x(r)da# y()

por lo que podemos afirmar que el sistema definmw la funcidén
3t

y(t) = I X(7)dr no es invariante en el tiempo.

t

d) y(t) = [ x(7)dr

—00

Sea x(t) una entrada cualquiera al sistema cuya salideas

yi(0) = [ x(r)dr

Sea ¥(t)=x1(t-tp) otra entrada cuya salida viene dada por
t t
V() = [ x(n)dr= [ x(r-t) o

donde realizamos el cambio de varialsle 7-t; quedando que

t-t t-to

V(0= [x(r)dr= [ x(r) o
Por la definicién de yft) sabemos que
t—tg

Yi(t=to) = [ x(r)dr= y, (9

—00

por lo que podemos afirmar que el sistema definmy la funcidén
t

y(t) = I X(7)dr es invariante en el tiempo.

—00

15
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Tema 2;

Herramientas
matematicas

16
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3.- Calcular para qué valores dg la funcibn compleja de variable
compleja G(s)=1/(s+2) es analitica.

Solucion

Una funcion compleja G(s) de variable complegjaes analitica en
aquellos puntos del plane® donde se cumplan la condiciones de Cauchy-
Riemanm, que vienen dadas por las expresiones:

donde:
s=otdj
G(s)=GH|Gy
Si sustituimos en G(s) el valor ge

1 B o+2 @
o+ jw+2 (0+2°+a? (0+2)2+w?

G(g)= Qo+ w)= j
de donde obtenemos que:

g+2
x_(0_+2)2+w2

w
S, T (0+2)?2+

y si derivamos:

95 -9¢ - W —(0+2)°
do X dw ¥ ((0+2)?+w?)?
iG __d . _ 20(c+2)
do ¥ dw X (0+2)?+w?)?

18



De donde podemos comprobar que las condiciones dechy-
Riemanm se cumplen para todo el planexcepto en el punto s=-2+0j, que
es el unico del plansdonde G(s) no es analitica.

19
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4.- Hallar la transformada de Laplace de la siguiemteibn:

(6 = 0; t<O0
(t)= cos2at coSat : t>0

Solucion
Si aplicamos que:
COS(Ax B)= CcOSA coB+ seh seh
donde:
A=3at
B=2at
obtenemos las dos expresiones siguientes:
cosbat )= coSat colut — seBit seéht

cos(t )= coS8at co8ut + seBt sent

gue sumadas miembro a miembro nos permiten obtener:
cosbat )+ cost = 2 coSut co&u

donde calculamos la transformada de Laplace eofdmé siguiente:

1
L(cos3at coat ):E L (coSat + cast 3

1 S S

- 2[52+25a)2 +52+w2}

20



5.- Hallar la transformada de Laplace de la funciéh rfifostrada en la
figura 2.1. Encontrar también el valor limite d&t)] cuandoa - O.

Aict)

12/a®

al2 a t

-12/a® T

figura 2.1

Solucién

La expresion de la funcion representada en la gl es:

f(t)——tl(t)——l(t ——)——(t—a)l(t—a)

cuya transformada de Laplace viene dada por:

24 1 24 Es 1 24 2 —7sa
e RCR S
Calculemos el valor limite de la transformada deplleae cuandoa
tiende a cero.

_ i 24 1-ase? - &*
lim L] £ (t)] =lim F(s) = lim(=———5——)

21
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Para resolver este limite, debemos aplicar tresegemonsecutivas la
regla de L"Hopital para la resolucion de indeteradones en el calculo de
limites, ya que se nos presentan otras tantas enchiaciones,
obteniéndose definitivamente que:

3
S 3
: 24
limF(s)=— — 4 -5
a-0 S 6

22



6.- Aplicando el teorema del valor final, determinar wehlor de
estabilizacion de la funcién f(t) cuya transformaal.aplace esta dada por
10
F(s) = .
(s) Ss+1)

Laplace de F(s), haciendo que, .

Verificar este resultado tomando la transformastarsa de

Solucién

Queremos calcular el valor de establecimiento tjee decir el limite:
f () =lim f(t)
t-oo

Para ello vamos a hacer uso del teorema del vatal fsegun el cual
se debe de cumplir que:

lim £ (t) = lim sF(9

por lo que:

1
f(o) =i (0= ImsF(9 = ips ;

10
=i =10
0og(s+1) 40 (s+1)

Para comprobar el resultado, calculamos la transfada inversa de
Laplace de F(s):

gl 20 | A, B
clrol= v g e e

donde Ay B los obtenemos como:

10s
= =10
s+,
10(s+ 1]
B=——- =-10
S(s+1)|_,

resultando que:

23
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f(t)= LY[F(9) = L'l[l—o - LO} =10(1-e™) I(t)

s s+l
Si calculamos el limite de f(t) cuando t tiendei@aafinito,
f(o0) = !imlO(l— e')I(t)=10

que corrobora el resultado obtenido al aplicar @tema del valor final.

24



7.- Dada F(s)= determinar los valores dé(0,) vy f(b+).

1
(s+2)?’

Utilizar el teorema del valor inicial.

Solucién

Para obtener f(0,) aplicamos directamente el teorema del valor
inicial, de modo que:

£(0,) = lim f(t) = limsF(9 = I|m; 0

=(s+2)°

Para conocer {0,) calculamos la transformada de Laplace & )fyt
obtenemos que:

6(9= | f(o]=sH3- 10.)= sk )=

(s +2) =G(9

Si aplicamos el teorema del valor inicial a la fiolt G(s), tenemos:

0(0,) = f(O )= Ilmg(t)— IlmsG( §= I|m(s+—2)—1

Para comprobar el resultado obtenido, calculamostriansformada
inversa de Laplace de F(s):

—1-1 1 — —2t
f(t)=L {(SJrz)z}—te

y si derivamos f(t) respecto del tiempo:

f it) —e? -2te?
de donde obtenemos que:
f(O=0  f(O=1

que coincide con lo obtenido al aplicar el teoredeh valor inicial.

25
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8.- Calcular las transformadas de Laplace de las fuaesigue aparecen en
la figura 2.2:

Ao Ao

Tt

o

\

a atk t _II_ .
(a) (b)

figura 2.2

Solucion

La figura 2.2(a) representa la funcién f(t)=(t-a)&) donde I(t-a) es la
funcion identidad retrasadaa segundos en el tiempo, por lo que si
aplicamos que:

L(f(t-a)l(t-a))=e*F(s)
obtenemos que:
L((t-a)l(t-a))= €295

La figura 2.2(b) representa la funcion g(t)=tl(f-0)I(t-T) donde I(t-T) es la
funcion identidad retrasada T segundos en el tienpar lo que si
aplicamos que

L(f(t-T)I(t-T))=e °F(s)
obtenemos que

L(tI(®)-(t-T)IE-T))= (1-e /s

26



9.- Hallar la transformada inversa de Laplace de ggientes funciones:

a)
_ 5s+2
PO = srn(sr 2
b)
1
F(s) = —32(32 . a)z)
0)
1
9wy
Solucion

Para obtener la transformada inversa de Laplaceedtas funciones,
debemos de descomponerlas en fracciones simplasucadde ellas.

a)
F(9)= 5s+2 _ A B __C
C(s+1)(s+2)? s+1 (s+2 (s+ 2P
donde:
55+ 2
= =-3
(s+2)°|,
d|5s+2
B=— =
ds{(sﬂ)}L_z °
_5s+2 B
C(s+D|_,

guedando F(s) como:

27
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3 3 8
- + +
s+1 (s+2) (st2)?

F(s) =
y aplicando la transformada inversa de Laplace obteos f(t) como:
f(t)=-3e" +3e* + 8te*

Su representacion grafica la mostramos en la figia
b)

1 c, G b a
F == =— = —<
(s S(F+w?) s e (s- jw) ¥ (s+ jw)
donde:
_d[ 1 _ 25 | _ 0
TSl (Sran) |, (S,
SR S Y
2T (S rad), o
= 1 | = J
(s+ ja))|$jw 2w°
1 ]
a=————_ =- 3
S'(s— jw)|_ w 2w
por lo que F(s) la podemos expresar como:
1 1 | j

F(s) = S(S +w?) = W< * 2w(s- jw) - 2w s+ jw)

Si aplicamos la transformada inversa de Laplacgs) Bbtenemos que:

f(t) :%t +$e"“1 —%e“'“’ :i—%senax
donde hemos tenido en cuenta que:

el — gl

senat = 2—j

28



1
PO 9wy T
=34+ b, b T .
s s (s-jw) (s—jw) (st jw) (st jw)

donde:

s +w2)2§ o

(Sz+w2)4 |
1

- 4
s:Oa)

_d 1
b = ds{ $( st ';o)z}

_ 1
N

s=0 s=0

_d[ 1
%7 s (§+w)?
1

C ="
2 (Sz+w2)2

_ 3
= 4w5
= jw
1
4w

4

s= jw

d 1
al:d_s[§( > ';o)z}
__ 1
CS(s- jw)°

3j
4o

1
4w

- jw

5

s=- jw

&

4

por lo que F(s) la podemos expresar como:
11 N 3 1 N 1 1 _
oS AW’ (s- jw) Aw’ (s- jw)?
3j 1 1 1
- — ;
42 (s+ jw) 4w’ (s+ jw)?

F(s) =

Si aplicamos la transformada inversa de Laplacgs) Bbtenemos que:

29
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t 3j 1 . 3j 1
ft)=—F+—5e“ +—Std" -——el? +——te!? =
® o' AW’ 4w’ 40° 4w*
—L—isenax+ t cosu
W' 2w’ 2"
donde hemos tenido en cuenta que:
cosat =————
2
el - gl
senat = :
2]
0.8
f(t)
0.6
0.4
0.2
0
0.2 : ; : :
0 2 4 6 8 t(s) 10

figura 2.3

30



10.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) 2x+7x+x=0Q x0)=3  x0)=0.
b) x+2x=3(1); x(0_) = 0.
C) X 28w, Xt wix= 0, x(0) = a; ;<(0) =k conay b constantes.

d) x+ax= Aserwt; x(0)=b.

e) X+ By 2x= 0; x(0) =g; ;<(0) = b con ay b constantes.
f) X+ 2+ BxX= 3 x(0)=0; ;<(0) =0 con ay b constantes.
Solucion

La resolucion de ecuaciones diferenciales lineatles coeficientes
constantes utilizando la transformada de Laplacerdalizamos en tres
etapas:

- Etapa primera:

Calcular la transformada de Laplace de la ecuacidiferencial
aplicando el teorema de diferenciacion y la lindall de la propia
transformada.

- Etapa segunda:

Despejar X(s) como la transformada de Laplace dsedkcion de la
ecuacion diferencial.

- Etapa tercera :

Obtener x(t) como la transformada inversa de Laplde X(s).

Apliguemos estas tres etapas a cada una de las cenes
diferenciales que deseamos resolver.

a) 2x+ 7x+ X= Q x0)=3  x(0)=0

31
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Etapa primera:

29X(9- 510 0]+ { Ko 00]+ 3 s 0

2 X(9-6st7sX 21+ 3 K)s O
Etapa segunda:

(g BSt2L _ 3s+105
(8= 2> +7s+3  s?+35s+15

Etapa tercera:
Para obtener la transformada inversa de Laplace,beteos
descomponer X(s) en fracciones simples en la forma:

A B
X(=——7%+
(9 s+3 <s+05

donde:

_ (3s+109
~ (s+05)
_(3s+10H
~ (s+3)

=-0.6

s=-3

=36

s=-0.5

por lo que:

0.6 36
+

s+3 s+05
y finalmente aplicamos la transformada de Laplaaembtener x(t) como:
x(t) = -0.6e™* + 36€°*

X(9) =~

La representacion gréafica de x(t) la podemos obmeewn la figura 2.4.

32



X(t)
2.5

1.5
1
0.5
00 2 4 6 t(s) 10
figura 2.4
b) x+ 2x = &(1); x(0.)=0

Etapa primera:

[sX(9- X0)]+2 X $=1
SX(9+2 X $=1

Etapa segunda:

X(9) =

sS+2

Etapa tercera:
Aplicamos la transformada inversa de Laplace pdsteoer x(t) como:

x(t) = €2 I(t)

La representacion gréafica de x(t) la podemos obemeewn la figura 2.5.

33
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X(t)
0.8f

0.61

0.4r1

0.21

0 0.5 1 15 2 2.5

3
t(s)

figura 2.5

C) X+ 28w, ;<+w,21x: 0 x(0) = a; ;<(0) =h con ay b constantes.
Etapa primera:
$X(9- SX0) - K0+ 2w sK)s (0] +aw? X)s O
SX(9- sa B2w| sK)s Jaaw? K)s0

Etapa segunda:

as+ b+2afa
X(9 = .
(9 s+ 28w, s+ &)

Etapa tercera:
Para obtener la transformada inversa de Laplace,beaieos
descomponer X(s) en fracciones simples en la forma:

A B
+

S=3 ST5

X(9) =

donde:

34



.= ~6w, + @& -1
s =—-¢éw, -w& -1
Ao (@stbr2aiw) | b+ aéw, + aw,/ & -1

(s-3) |, 2w\ /& -1
B=(as+ b+235a)n)| =_b+afa)n—aa)n -1
(s-s) [, 20,4/ -1
por lo que:
b+aw, + aa)n\/fzi—l b+alw, - aa)n\/{zi—l
(g a1 20/& -1

s+éw, —w & -1 s+ éw, + w1

y finalmente aplicamos la transformada inversa dglace para obtener
x(t) como:

b+ agwn + A 52 -1 e(—f%*'wn\/a)t -
20,/ & -1

_b+afw, - aw & _1e<—fwn—wn £yt
20, & -1

x(t) =

d) x+ ax= Aserwt:  x(0)=b
Etapa primera:

Aa
[sX(3- X0+ X 3= 5
[5X(3- §+ ax =55

Etapa segunda:

35
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_ Aw+bs +
(S +a)(st 9

X(9)

Etapa tercera:
Para obtener la transformada inversa de Laplace,beieos
descomponer X(s) en fracciones simples en la forma:

_Aw+bS+ ' g 8 . a
(S+w’)(s+d s+wj s-w s+a

X(9)

ya que en s=-a la funcidon de transferencia tiene polo real y en
S, =a* [ =+qj tiene dos polos complejos conjugados.

Si descomponemos la solucion de la ecuacion difexben dos partes:
una, la debida al polo real, y otra, la debida asl@olos complejos
conjugados, podemos obtenerlas por métodos distinto

Para la parte asociada al polo real obtendremos relsiduo
correspondiente al polo en s=-a que vale:

_Aw+bg+ ?|  _ Aw+ba + b’
(SZ +w2) (aZ +a)2)

|s:—a

y la parte de solucién correspondiente a los pa@osiplejos conjugados la
vamos a obtener a partir de la funcion definiddaforma:

X(9(s- §)(s 9 _ (Aw+bs + *)( S+ w?) _
iB (s+a)(s+w’) w

_ (Aw+Dbs + )

T (sta)jw

r(s)=

que evaluada en el polo complejo con parte imaggpositiva

Aa Aaj
a’+a’> w’+a’

M(s= jw)=- =I +Ij

con lo que podemos escribir que la solucion de daaeion diferencial
debida a los polos complejos conjugados toma laéor

36



Aw Aa
=T ; Cost +—; 2
a” +a a”+a

X (1) = e‘“[r, cospt-T, serﬁﬂ sext

y la solucion global de la ecuacion diferencial&er

Aw+ ba + hw’ - ( Aw
a’+ o’ w’+a

x(t) = cosat — _Aa_ serwt)
- 2 Cl)2+ a2

e) X+ 3x+ 2x= 0; x(0)=a; ;<(O) =b con ay b constantes
Etapa primera:

X3~ 5(0)- 0]+ sk 00]+ 2 05 0

SX(9- as- B3 sK)s-3 a2 X)s 0

Etapa segunda:

as+ b+3a

X(9) = §?+3s+2

Etapa tercera:
Para obtener la transformada inversa de Laplace,beteos
descomponer X(s) en fracciones simples en la forma:
A B

X(S):s+1+s+2

donde:

A:(as+ b+33

(s+2)
_(as+ b+39
C o (s*))

=2a+b

s=-1

=-(a+Dh)

=-2

por lo que:
2a+b a+b

s+1 s+2

X(s) =

37
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y finalmente aplicamos la transformada de Laplaaemmpbtener x(t) como:

x(t)=(Ra+be' -(a+ h &

f) x+2x+5x= 3 X(0)=0; x(0) =0
Etapa primera:

£X(3- 510)- 0+ s 00]+5 Qs

FX(9+2sX ¥+5 X)sg’

Etapa segunda:

3

(9= (s°+2s+5s

Etapa tercera:
Para obtener la transformada inversa de Laplace,beteos

descomponer X(s) en fracciones simples en la forma:

3 _a, a &

X(S):(sz+25+5)s_§ s-§3 s-s

ya que en s=0 la funcién de transferencia tiene polo, y en
s,, =a+ [ =-1+2] tiene dos polos complejos conjugados.

Si descomponemos la solucion de la ecuacion digeaken dos partes:
una, la debida al polo real, y otra, la debida asl@olos complejos
conjugados, podemos obtenerlas por métodos distinto

Para la parte asociada al polo real obtendremos relsiduo
correspondiente al polo en s=0 que vale:

3 3

aiz— =
(s"+2s+5)_ 5

y la parte de solucién correspondiente a los pa@osiplejos conjugados la
vamos a obtener a partir de la funcion definiddaforma:
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X(9(s- 9(s §_ 3

r(s)=

iB sj2
que evaluada en el polo complejo con parte imag@positiva:
: 6 3j .
=-1+ =——+—= +[.

con lo que podemos afirmar que la solucion de laae®n diferencial
debida a los polos complejos conjugados toma lenéor

3 3
X, ,(t) = €|l cospt—T, semdt| =-€'|= coBt+— seht
1,2() [ r ﬂ i rﬁq [5 10 }
y la solucion global de la ecuacion diferencial&er

3 3 3
t)==-¢€'| =cos2t+— sert
X0 =75 {5 10 }
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11.- Resolver la ecuacion integro-diferencial dada por:

Y+ [ YR dx= &

Solucion

Vamos a resolver la ecuacion por dos meétodos:

Método 1

Si suponemos condiciones iniciales nulas y apliGatadransformada
de Laplace en los dos miembros de la ecuacionnehtes que:

t
. 1
2 (t—X) -
Y9+ ;Hé yxd}x >
Si suponemos que L[y(x)]=Y(s) y aplicamos que:

LLF(x)] = SR $

bajo condiciones iniciales nulas, tenemos que:

LIY(X)] = sX ¥

Como:

Lle™ f(] = s+ 3

podemos poner que:
Le™ YR =(s+2) X 32
La propiedad

F@
S

L[j. f(t)]dt =

nos permite obtener que:
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(s+2)Y( s+ 2)
S

L[ (e Y » di=

0

Finalmente, si multiplicamos pof‘&os permite obtener que:

[J' 2t g 2x )( 3 dy= SY($

Este resultado lo sustituimos en la ecuacion deigery obtenemos
que:

sY(9 1
2v( 9 + -
s s—-2 s-2

de donde:

_ 1

(& -2s+])

cuya descomposicion en fracciones simples tomarasf;
B C

_AL B
(9= s +s—1+(s—1)2

Y(9=

donde:

S
(s-1)%|_,

1 d (s-? |
~(2-D!dss(s- 7|
(s-9)°
s-1)*

A=

C=

=1

s=1

por lo que:

1 1

<9‘;‘s—1 (-1

y aplicando la transformada de Laplace en ambosnhres:
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y(t)=1-¢€ + té
cuya representacion gréafica la podemos observdadigura 2.6.
600
y(®)
5001
4001
3001
2001
100¢
O0 1 2 3 5
t(s)

figura 2.6

Método 2
Si definimos F(s) como

F@=Lﬁé“”y»d%

y derivamos respecto de t aplicando que:

LIN(H)] = sH( 3

obtenemos:
LPﬁlffx»MJY%:sEs
de donde:
2F(s)+sY($= sk b
con lo que:
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sY(9
s—-2

F(s) =

y si la sustituimos en la de partida obtenemos que:

sY(9_ 1
s-2 s-2
y continuamos como en el método 1.

SY(9+
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12.- El sistema de la figura 2.7 esta inicialmente @ose. Suponiendo que
el carro inicia el movimiento por una fuerza impedscuya intensidad es
unitaria. ¢ Puede ser detenido por otra fuerza siyaukimilar?

figura 2.7

Solucion

La ecuacion de movimiento del sistema es

mX()+ K9 =()+ AS(t- T)

donde AJt) es la fuerza impulsiva inicial Yt-T) es otra similar pero
retrasada T segundos en el tiempo.

Las condiciones iniciales de posiciéon y velocidad sulas, por lo que
al aplicarle la transformada de Laplace a ambosmieos de la ecuacion,
obtenemos que:

(mg + K) X(3=1+ A&
de donde:

1+Ae*T 1 Ae T

X(9) = Me+K  me+K  me+K
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Como:

L[senat] =

f-TIE-T))=e™F39 con T=0

podemos aplicar la transformada inversa de Laplacgs) y obtener que

x(t) = \/—se (Ser‘/it( T N-T)

Para que la masa se detenga tras aplicar la segundeza impulsiva
debe de cumplirse que:

x(t) = \/—sen\/it+ (ser(/7K TNU-T ¥0 Ot=T

lo que obliga a que:
A=1
_(2h+Dmr
=" h=012...

m
ya que para estos valores se cumple que:

senJ%ﬁ—A(seq/% t(-T N(-T ) Ot=T
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Por tanto, la masan a la que inicialmente le aplicamos una fuerza
impulsiva Jt), puede ser detenida por otra retrasada en enpo y con
valor:

(2h+ D7

\/? ); h=0123...
m

f(t) = ot -
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Automatica: problemas resueltos

13.- Simplificar el diagrama de bloques que apareceaefiglra 3.1y
obtener la funcidn de transferencia de lazo cer€@¥R(Ss).

G,

R(s) C(s
- —

figura 3.1

Solucién

La regla general para simplificar un diagrama deotpies es reducir
los lazos internos de realimentacidon de los queocemos directamente su
funcion de transferencia de lazo cerrado. Pero enmayoria de las
ocasiones, estos lazos de realimentacién aparecerclados con otras
estructuras que hacen que no podamos aplicar direehte dichas
funciones, y sea necesario aplicar previamente sottécnicas como
desplazar puntos de bifurcacion y puntos de suntaydambiar los puntos
de suma u otra cualquier regla del algebra de dagas de bloques.

En este caso, procederemos inicialmente a sumaruypoidado los
bloques Gy G (figura 3.2) y por otro los bloquess@ G (figura 3.3).

Este diagrama corresponde a un sistema de lazoaderrcuya
reduccion la obtenemos eliminando el lazo de reatitacion y llegando al
diagrama de bloques de la figura 3.4, del cual déahos directamente la
funcion de transferencia.
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R(s) C(s!
" >
figura 3.2
R(s! C(s
; | Gi+G, >
T‘ GG
figura 3.3
R(s’ Gi+G, C(s!
—> ——>

1+(G+Gy)(G+Gy)

figura 3.4
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14.- Simplificar el diagrama de bloques que apareceaefiglra 3.5y
obtener la funcion de transferencia de lazo cer€@¥R(s).

> G,

CE(S‘.

figura 3.5

Solucion

En el diagrama de bloques de la figura 3.5, proced®s inicialmente
a intercambiar el orden de los dos sumadores queestan en la

realimentacion (figura 3.6), asi como, a sumantH; (figura 3.7).

A 4

Q(s?

A\ 4

G,

G, [
+
R(s’ "
g +

_l Hi

H>

figura 3.6
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A4

G
+
R(s! C(s’
é)—’Q—' G T

H?'H’I

figura 3.7

Seguidamente resolvemos, por una parte, el lazorealimentacion
Hi-H2 y, por otra, el sumador de la entrada para tenediagrama de
bloques de la figura 3.8 que permite obtener lacitm de transferencia,
como muestra la figura 3.9.

R(s) G, C(s
—P>] 1+Gl ————>
1+Gy(Ho-H1)
figura 3.8
R(s! G(1+Gy) C(s)
—_— > —
1+Gy(Ho-H1)
figura 3.9
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15.- Simplificar el diagrama de bloques que apareceaeiglira 3.10y
obtener la funcién de transferencia de lazo cer€@¥R(s).

H1
L.
C(s}
G2 4 G3

H3

v

A 4
“

R(s! ‘ ( ) < N
P G1 : /

H2

figura 3.10

Solucion

En este caso, el diagrama de bloques de la figutd 8 obtenemos
realizando dos modificaciones en el de la figurd03.Por un lado,
intercambiamos el orden de los sumadores de lasslamn realimentacion
H, vy Hs y, por otro, situamos por detras de, Ga bifurcaciéon que
inicialmente tiene por delante, lo que lleva apadg el cambio del bloque
H, por otro de valor HG,, segun el algebra de diagrama de bloques.

H1/Gz
1.
5 C(s!
g G1| G2 ’ G3
+

H2

R(s!

“

H3

figura 3.11
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Eliminando el lazo con realimentacién, b el sumador que precede a
Gs, llegamos al diagrama de la figura 3.12, que nesnite, mediante la
eliminacion del lazo con realimentacions Hegar al diagrama de bloques
de la figura 3.13.

R(S) G2 , C(s)
3 G1| — 2% 1w (HUG2 | G3
1+H2G?

v

H3

figura 3.12

R(s! G1G3(G2+H1) Cls
1+H2G2+G3H3(G2+H1)

v

figura 3.13

Por udltimo, resolviendo el diagrama de bloques ¢ealimentacion
unitaria llegamos al diagrama de bloques de la fgB.14, que nos
muestra directamente la funcidn de transferencia.

R(s C(s!
(s G1G3(G2+H1) ,
1+H2G2+G3H3(G2+H1)+G1G3(G2+H1)

figura 3.14
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16.- Simplificar el diagrama de bloques que apareceaeiglira 3.15y
obtener la funcién de transferencia de lazo cer€@¥R(s).

R(s C(S‘L
> G1| G2 G3 G4 >
+
- +

H1

H3

figura 3.15

Solucion

En el diagrama de bloques de la figura 3.15, laitwécion que precede
al bloque G la desplazamos detras de dicho bloque, que lipaaegada la
sustitucion del bloque Hpor el de H/G,, obteniéndose el diagrama de
bloques de la figura 3.16.

H2/G4 ¢

R(s C(S‘L
+ Gy | G + G; G,
- +

H;

~

Hs

figura 3.16

En este nuevo diagrama eliminamos el lazo con meaitacion H,
obteniéndose el diagrama de bloques de la figuld &n el que podemos
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eliminar el lazo con realimentacion .54, y logramos a su vez otro
diagrama, el de la figura 3.18.

H/G, [¢

R(s G3G4 C(SL
Gl | Gz 4
1-H:G:G,

Hs

figura 3.17

R(s) G,G:G, C(s)
1-H,G3G,+G,G:H, "

Hs

figura 3.18

Finalmente, de nuevo podemos eliminar otro lazda e®z el de
realimentacion H, y elaboramos el diagrama de bloques de la figi®,
que muestra directamente la funcién de transfeeenci

R(s! _ GGGG | Cls
1-H, GG+ GGsH+ G, G,G3G,H;

figura 3.19
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17.- Simplificar el diagrama de bloques que apareceaeiglira 3.20y

obtener la funcién de transferencia de lazo cer€@¥R(s).

|

R(s!
+

Hs

G,

Gz

H,

H,

+

A4

Gs

—O-
C(s)

Solucién

figura 3.20

Para reducir el diagrama de bloques de la figur@. inicialmente
eliminamos los lazos con realimentaciones (figura 3.21) y H (figura

3.22).

|

Hs

1+GH,

Gz

i

H;

A4

Gs

C(s!
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l .
R(s ( ) GG, +O——>C(S\‘
+ 1+G;H;+H,G,
F

v

Gs

figura 3.22

El sumador de la izquierda lo desplazamos hacialdeecha (figura
3.23) y lo intercambiamos de posicion con el ofigufa 3.24).

H1G1G,
1+G;H,+H,G;
R(s < \
R ® O
1+GH,+H,G, w w

+

" G,

A

figura 3.23

H:G,G,
1+GH+H,G,

R(s C(s)
weifis OO =
1+GH,+H,G,; i

P

figura 3.24

v

Gs
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Finalmente, realizamos el sumador de entrada y atled de
realimentacion de salida, dando como resultadaitecton de transferencia
buscada (figura 3.25).

R(s) GG+ G5+ G,G3H 1+ G, GsH; C(s
1+GH;+H,G;+G;,G,H;

v

figura 3.25
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18.- Para los sistemas mostrados efigara 3.2 donde K es una ganancia
ajustable y G(s) y H(s) son componentes fijas, rdstda respuesta a la
aplicacion simultanea de la entrada de referensx YRde la perturbacién
N(s). Razonar, en cada caso, como elegir la gamamcistable K que
minimice el efecto de las perturbaciones.

N(s)

o R(s r ) C(s!
R(s C(s + :
O |

rl K T *G(s

H(s) + T NGS)

(a) (b)

figura 3.26

Solucion

La figura 3.26(a) muestra un sistema de lazo cesradmetido a una
perturbacion en la funcién de transferencia direc@uando dos o mas
entradas estan presentes en un sistema lineal, eattada puede tratarse
independientemente de la otra; y la salida totahda suma de las salidas
correspondientes a cada una de las entradas cuahdesto de las entradas
son nulas. En este caso, inicialmente calculamosalala cuando no hay
perturbacion, como muestra el diagrama de figura73que al eliminar el
lazo realimentado obtenemos el diagrama de blogieedigura 3.28 en
donde aparece la salida cuando no hay perturbadiéentrada.

Seguidamente, procedemos a obtener la salida cuanbo tenemos
como entrada la perturbacion, tal como mostramoseérdiagrama de
bloques de la figura 3.29, pasando posteriormentelieminar el lazo
realimentado y obtener la salida buscada (figurad3.
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R(s) . C(s)
o K *IG(s L
T H(s)
figura 3.27
R(s) KG(s) C(s)
1+KH(s)G(s)
figura 3.28
N(s)
+
Ci(s)
—” K T”|G(s *(5*—’
-H(s) [¢
figura 3.29
N(s) 1 Ci(s)
S S
1+KH(S)G(s)
figura 3.30

La respuesta buscada sera la suma de las dos argsripor un lado la
debida a la entrada de referencia R(s) y por otgerturbacion N(s), es
decir

KG(9)

1+ KG(9 H(§ "9

Cl9=GCG+G(9= WN(S)
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Si K tiende a hacerse muy grande, la funcién dedfierencia de lazo
cerrado G(S)/N(s) se convierte en casi cero, suprimiénddésfeeto de la
perturbacion, y la funcion de transferencia de laeorado G(s)/R(s) tiende
a 1/H(s) haciéndose independiente de G(s) e inuegage proporcional a
H(s), de modo que las variaciones de G(s) no afeetda funcion de
transferencia de lazo cerrada(@)/R(s).

Para el diagrama de bloques de figura 3.26(b), eond® Ila
perturbacion estd en el bloque de realimentaciccedemos de manera
similar al caso anterior. Primero obtenemos la nesgta correspondiente a
la entrada, con la perturbacion anulada como muetdrfigura 3.31(a y b).

R(s C(s)
; K *G(s >

R(s KG(s) Cr(S"

T 1+KH(s)G(s) §

' H(s)

v

(b)

(a)

figura 3.31

Seguidamente calculamos la respuesta relativa peldurbacion, con
la entrada anulada tal como refleja la figura 3.83( b).

Ci(s)
-K T G(s)]
N(s) S -KG(s)H(s) Ci(s)

P 1+KH(s)G(s)

(ST6] o —
+

T N(s) (b)
(a)

figura 3.32

Finalmente unimos las dos salidas parciales antesoy obtenemos la
salida global correspondiente a las dos entradagug viene dada por la
expresion:

61



Automatica: problemas resueltos

KG(9) o - KG(IH(S
1+KG(s) H(9 (9 1+ KG(9) H(9

Si K tiende a hacerse muy grande, la funcién dedferencia de lazo
cerrado G(S)/N(s) tiende a N(s), no suprimiéndose el efedto la
perturbacion y la funcion de transferencia de laeorado G(s)/R(s) tiende
a 1/H(s), que es comparable con N(s).

Por otra parte, si K tiende a hacerse muy pequediduhcion de
transferencia de lazo cerrado,(6)/R(s) se anula. Por tanto, debemos de
llegar a una situacién de compromiso a la hora de hlor a K, para que
no sea apreciable el efecto de la perturbacion (gnde) ni se anule el
efecto de la entrada R(s) (K pequefia).

C(9= G+ G(9= N(9
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19.- Para el diagrama de bloques ddfigmra 3.33 obtener la funcion de
transferencia, entendida como la relacion entrealedda y las multiples
entradas bajo condiciones iniciales nulas. Expligaé modificaciones
debemos hacer para minimizar el efecto de cadaeihas perturbaciones.

Di(s) Di(s) Dx(s)

3 + +
R(s y
» G | 5 G, —# C(s!

H, i-— H +
+ +
Dx(s) Du(s)
figura 3.33

Solucion

La figura 3.33 muestra un sistema de lazo cerranimetido a varias
perturbaciones, tanto en la funcién de transferardirecta como en la de
realimentacion. En este caso, primero obtenemasal@la cuando no hay
perturbaciones, y seguidamente procedemos a oblasetida cuando sélo
tenemos como entrada cada una de las perturbacide@sodo que:

Si Dy(s)=0; D2(s)=0; D3(s)=0; D4(s)=0; Ds(s)=0;

GG,

C(9=17G6.6,Hh,

R(9
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Si R(s)=0; D(s)=0; Ds(s)=0; D4(s)=0; Ds(s)=0;

GlGZ
=——12_ D
Co(9=T7g.6.1A, DO

Si R(s)=0; DO(s)=0; Ds(s)=0; D4(s)=0; Ds(s)=0;

G
C,(9=—=—=——D,(s
DZ( ) 1+GlG2 H1H2 2( )

Si R(s)=0; O(s)=0; D2(s)=0; Da4(s)=0; Ds(s)=0;

Cp, (9 = D,(s)

1+ G,G,H,H,
Si R(s)=0; DO(s)=0; D2(s)=0; Ds(s)=0; Ds(s)=0;

- Gle H1H2

Cp, (9= D,(s
D4( ) 1+GlG2 H1H2 4( )

Si R(s)=0; O(s)=0; D2(s)=0; Ds3(s)=0; D4(s)=0;

~ GleZ Hz

.91 GanH,

D, (s)

con lo que obtenemos la salida total como sumaodast las calculadas
anteriormente:
C(s) =Cr(s) +Cyp, (8) + Cp, (5) + Cp, (5) + Cp, (5) +Cp, (8) =
_G,G,R(8) +G,G,D,(s) + G,D,(s) + Ds(s) _
1+G,G,H,H,
_H,H,GG,D, (s) + H,G,G,Ds(s)
1+G,G,H H,
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Puesto que Ks) entra al bucle en el mismo punto que R(s), nada
podemos hacer con los pardmetros del sistema pgparar los dos efectos.
El efecto de B(s) puede ser reducido si;(S) tiene una alta ganancia. El
efecto de B(S) lo reducimos aumentando,(& o G(s). La perturbacion
D4(s) tiene efecto pequefio sh(B)Hx(S) es pequefio. El efecto de($)
disminuye si K{s) es pequeiio.
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20.- Simplificar el diagrama de bloques que apareceadiglira 3.34y
obtener la funcidn de transferencia de lazo cer€@¥R(Ss).

|

H,
\ C(s
R(s) ?O—J‘ﬁa AO o, IRCE

H>

A

H, |«
figura 3.34
donde:
G, =8: G, :rilo; H, = 53+51; H, :STZZ; H, =1
Solucion

Inicialmente, anteponemos el sumador de la derech&a figura 3.34
al bloque G, lo que lleva aparejada la modificacion del bloddepor el de
H1/G;, obteniéndose el diagrama de bloques de la fi@uda.

Seguidamente, en este nuevo diagrama intercambiataoposicion
diferentes sumadores sin ninguna consecuencia@witi para conseguir
los diagramas de bloques de la figura 3.36(a y b).
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4 H1/Gl l
) ~ C(s!
R(s. ?O I G G2 4
H, ¢
Hs [¢
figura 3.35
* H.J/G, j
\ - C(s
RLTOAO—*%' 6 J G: [
H-
Ha [¢
(a)
H./G, ‘l
R(s G G, :C(s.
+
H.,
Ha [¢
(b)
figura 3.36
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Por dltimo resolvemos el sumador de entrada (figBra7) y los dos
bucles realimentados, obteniendo el diagrama dequ¥s intermedio
mostrado en la figura 3.38 y el diagrama de blodjiiresl de la figura 3.39
que me muestra la funcion de transferencia deksiat descrito por el
diagrama de bloques de la figura 3.34.

) C(s’
R@A—) 1-(H1/Gl) _T %’ G1J Gz

H

v

Ha [¢

figura 3.37
R(s' M 1-(H/Gy) GG, =C(S.
+ 1+GH,
Ha [¢
figura 3.38
R(s! GiGy(1-(H/Gy) | (s

1+GH+H:G,G;
figura 3.39

Una segunda forma de obtener la funcion de traesfein seria
utilizando MATLAB.

68



La figura 3.34 muestra un sistema realimentado eulitiples bucles.
El objetivo es obtener la funcion de transfererdgdazo cerrado

_C(9
" R(9

Para este ejemplo los pasos a desarrollar son iigsientes:

Paso 1.- Introducir los diferentes bloques funciesadel sistema en
MATLAB.

Paso 2.- Mover Gdelante de @

Paso 3.- Simplificar el paraleloH5; con la funciérparallel.

Paso 4.- Resolver el bucle realimentado deH{Gcon la funcidn
feedback

Paso 5.- Resolver las funciones en cascada ¢on G

Paso 6.- Resolver el bucle realimentado de H

Paso 7.- Resolvemos las funciones en cascada dandanseries

Paso 8.- Cancelamos los polos y ceros comunes efendinador y
numerador de la funcién de transferencia con lacfGnminreal.

Paso 9.- Mostrar la funcién de transferencia deolaerrado final con
la funciénprintsys

Todos estos pasos estan ilustrados seguidamemetegriesponden con
la reduccion del diagrama de bloques mostrado diglara 3.34

T(9

» ng1=(8];

» dg1=[1];

» ng2=[1,0];

» dg2=[1,1,10];

» nh1=[3,0];

» dh1=[1,1];

» nh2=[2];

» dh2=[1,2];

» nh3=[1];

» dh3=[1];

» nl=conv(nhl,dgl);
» d1=conv(dhl1,ngl);
» [n2,d2]=parallel(-n1,d1,1,1);
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70

» [n3,d3]=feedback(ngl,dgl,nh2,dh2);
» [n4,d4]=series(n3,d3,ng2,dg2);

» [n5,d5]=feedback(n4,d4,nh3,dh3);

» [n6,d6]=series(n2,d2,n5,d5);

» printsys(n6,d6)

num/den =

40 s"3 + 144 "2 + 128 s

8 M + 224 s"3 + 568 s"2 + 1792 s + 1440
» [n7,d7]=minreal(n6,d6);
0 pole-zeros cancelled
» printsys(n7,d7)
num/den =
5s"3+18s"2+16s

sM+28s"3+71sM2+224s+ 180




21.- Simplificar el diagrama de bloques que apareceadiglira 3.40y
obtener la funcién de transferencia de lazo cer€@¥R(s).

Gl
+
R(s S\ Cls
OO e
_ ] <«

H1

A

H2 H3

figura 3.40

Solucién

Para el diagrama de bloques de la figura 3.40, ralbeos la
bifurcacion que hay tras el bloque; @ pasa a preceder a dicho bloque,
llevando asociado un cambio en el bloque de realta@dén que se
convierte en BbH3;G3; como muestra la figura 3.41.

G
+
Al C \‘
R(S +Q i% G, GQJO (s
i ] <+—

Ha

HoH-G-

figura 3.41

Resolvemos el sumador de salida, asi como el lazaeaalimentacion
Hi, y obtenemos como resultado el diagrama de blodeda figura 3.42.
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\ C(s
R(s) ( ) G2 G3+G] R
+ 1+G2H1

H2H3G:

figura 3.42

Finalmente la figura 3.43 muestra el diagrama dedples resultante de
eliminar el lazo con realimentacion,HsG3 que permite obtener la funcion
de transferencia final.

) C(s)
R(s! Gy(Gs+Gy) >
l+GzH1+GzH2H3G3

figura 3.43

Utilizando MATLAB lo realizamos de la siguientenfiar.
La figura 3.40 muestra un sistema realimentado eulitiples bucles.
El objetivo es obtener la funcion de transfererd@dazo cerrado

_C(9
" R(9

Para este ejemplo los pasos a desarrollar son iigsientes:

Paso 1.- Introducir los diferentes bloques funciesadel sistema en
MATLAB.

Paso 2.- Resolver las funciones en cascadoHsl con la funcion
series(Ny)

Paso 3.- Mover @detras de la bifurcacion. @)

Paso 4.- Simplificar el paralelo &3 con la funciérparallel. (Ns)

Paso 5.- Resolver el bucle realimentado dge Kz con la funcion
feedback (Ng)

Paso 6.- Resolver el bucle realimentado deNN (Ns)

Paso 7.- Resolver las funciones en cascagld; don la funcidérseries

(Ne)

T(9
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Paso 8.- Cancelar los polos y ceros comunes debrdarador y
numerador de la funcion de transferencia con lacfaGnminreal.
Paso 9.- Mostrar la funcion de transferencia deolaerrado final con
la funcionprintsys
Todos estos pasos estan ilustrados seguidamemptegriesponden con
la reduccion del diagrama de bloques mostrado diplara 3.40.
» ng1=[1,0];
» dgl=[1,2];
» ng2=[1];
» dg2=[1,2];
» ng3=[3,0];
» dg3=[1,4];
» nh1l=[4];
» dh1=[1];
» nh2=[5];
» dh2=[1];
» nh3=[1];
» dh3=[1,0];
» [n1,d1]=series(nh2,dh2,nh3,dh3);
» n2=conv(nl,ng3);
» d2=conv(d1,dg3);
» [n3,d3]=parallel(ngl,dgl,ng3,dg3);
» [n4,d4]=feedback(ng2,dg2,nh1,dhl);
» [n5,d5]=feedback(n4,d4,n2,d2);
» [n6,d6]=series(n5,d5,n3,d3);
» printsys(n6,d6)
num/den =
4 "N + 26 s"3 + 40 s”2

s"5+16sM + 107 s"3+314s"2+312s
[n7,d7]=minreal(n6,d6);
» printsys(n7,d7)
num/den =
4s"2+10s
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s"3+12s"2+59s+78
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22.- Obtener el diagrama de bloques correspondientéagiasina de flujo
de sefial de lagura 3.44

— p(g
ok 1

figura 3.44

Solucién

Para obtener el diagrama de bloques asociado adisigrama de flujo
de sefal, utilizaremos las correspondencias enipest de diagramas
mostradas en la figura 3.45.

R(s C(s R(s’ G C(s)
—N G L E—
R(s o C(s R(s 1 c(s)
I G(s)
. H(s)
-H(s)
figura 3.45
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Aplicando estas conversiones al diagrama de blogiee figura 3.44
obtenemos el diagrama de flujo de sefial de la #¢u46.

H1 [¢
R(s’
——G1 o2l )—* NSy g4 |
+ C(s
A4 =5
- H4
G3 H3 [*
Lt H2 «
P(s
figura 3.46
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23.- Considerar el sistema eléctrico de la figura 4.ligiEndo \ e i como
variables de estado, obtener el estado de equilibel sistema

figura 4.1

Solucién

Las ecuaciones del sistema son:

di A
Ld_tL+ Ri, +EI(|L —i )t =0

1 ic—i )dt =v
o lic-iodt=ve

Si elegimos como variables de estado

X = Ve

X, =i
como salida del sistema:

y=1
y como entrada:

u=ig

las ecuaciones las podemos escribir como:
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L)£2+ RXZ_ )i:O
i(u_ )_.
C X)=X

H)

= o

=
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24.- Sea el sistema descrito po.ri;+ 3.3./+ 2§/ =u. Determinar una
representacion de este sistema en el espacio déasst

Solucion

Si definimos las variables de estado como:
=Y
X3 =Y
podemos obtener que:
. )22 - X3
X; = U—2X%, — 3%

y las ecuaciones de estado en forma matricial quedano:

Xy

0 1 O0fx]| |0
X|={0 0 1|x,|+(0lu
x| 0 -2 -3[x] [1
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25.- Analizar el sistema descrito por:
o
X, 3 -1|x| |1
_ X
& [1 O]{Xj

Solucion

Para analizar la estabilidad del sistema, calculaes inicialmente la
funcidon de transferencia considerando como entr&aefalu y como
salida la sefial. Para ello partimos de las ecuaciones de estado:

?(1 :_4 a % +1U ).(1:—4)(1—)(2+U
X2 3 - 1 X2 1 *
= X2=3%—-%+Uu
y=[ d > y=x
X2
Si derivamos la expresiéon yegbtenemos que:
y=X.
Por otro lado, definimos:
y=%
y volvemos a derivar, obteniendo:
y=>%.
Con todo ello, las ecuaciones quedan como:
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y=-4y- y+u
y=3y-y+u

Si le aplicamos la transformada de Laplace y supwwe condiciones
iniciales nulas, obtenemos que:

SY(9+3sY B+ ¥)s2 U)s
de donde obtenemos que la funcién de transferéogia la forma
Y(9 _ 2
U(s) <+3s+1

cuyos polos estan ubicados en s=-2.62 y s=-0.38u® nos demuestra que
el sistema es estable ya que ambos estan a leeidgudel eje imaginario
del planos.

= §/+3.y+ y=2u
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26.- En el sistema de la figura 5.1, x(t) es el desptaeato de entrada y
a(t) es el desplazamiento angular de salida. Supmog que las masas en
juego son insignificantes, que todos los movimetiemen la restriccién de
ser pequefios y por lo tanto, el sistema lo podernosiderar lineal y las
condiciones iniciales de x y @ son cero. Obtener:

a) La funcion de transferencia @(s)/X(s).
b) La respuesta @(t) cuando x(t) es una entradaatSe.

Sin friccior

figura 5.1

Solucién

Para obtener la funcion de transferencia, debemdsntpar
inicialmente la ecuacién de movimiento, que egslitado de la aplicacion
de la segunda ley de Newton para rotacion en etqpénde la barra de
momento de inercia |, y se corresponde con la adnac

| &=-b(y-x)L- kyL

Si calculamos la transformada de Laplace, suporoendndiciones
iniciales nulas, angulo de giro pequefio y quélyabtenemos la expresion:

ISS(9) = -l LA $- sX B E K& ) L
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Por lo que la funcion de transferencia podemos daneomo muestra
la siguiente expresion:
o(s) _ bLs
X(s) Is®+bl’s+ kI?

Si la entrada es el escalon unitario, su transfodaale Laplace es
X(s)=1/s por lo que la transformada de Laplace @salida queda como:

bLs
bLs bLs e

(Is? + bl2s+ k) s Is°+bL?s?+ ki%s , bL’S kL
ST TS
Si suponemos que b=1; L=1; I=1; k=1, lo que no quifeneralidad al
problema pero si facilita su resolucion, podemosnar que los polos
estan ubicados en:

o(s) =

s =-05+(/3/2j=a+p
s,=-05-(/3/2j=a-p

Para los polos sy $ calcularemos la funcionf(s) asociada de la
forma:

(s+5)(st 9)6( $:_2(S+1)j

I(s)=
) iB V3s
gue la evaluamos en g obtenemos:
r.=0
. 243, . '
M(-05+(V/3/ 2)]):—%/_] =T, +T] =L __&3

i
3
de donde la expresion de la respuesta temporaside@ma de la figura 5.1
ante una entrada escalon unitario, queda en la form

g(t) = e @2x %@seng t

y su representacion grafica la mostramos en larédgu?2.
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0.6
o)
0.5}
0.4}
0.3

0.2

figura 5.2




27.- Para el sistema de la figura 5.3:

a) Obtener la funcion de transferencia siendo x &ntrada e y la
salida.
b) Obtener x(t) suponiendo que gnla masa de la rueda, es mucho

menor que m.
EmpujamosA
inicial
|n|C|§ment( m

0.707 n

figura 5.3

Solucion

La ecuacion de movimiento es el resultado de laca@bn de la
segunda ley de Newton a la masa m y se correspmrdi ecuacion:

my=-y-%- Ky X
Si le calculamos su transformada de Laplace, sug@o condiciones
iniciales nulas, obtenemos:

mSY 3+ b6 ¥)s K)p+ (k(Ys (H)sO
Por lo que la funcion de transferencia podemos garemo :

Y(9 _  bst+k
X(s) me<+ bst k
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Para obtener x(t) suponiendo,rmucho menor que m, analizamos la
figura 5.4.

figura 5.4
La ecuaciéon del movimiento de la masa m en la diéecz viene dada
por:
mz= mgeM5%* F

donde F es la fuerza de rozamiento.
Si aplicamos la segunda ley de Newton para rotagidla masa m
obtenemos que:

J6=FR
donde R es el radio del cilindro y
5= R
2

es su inercia.
Como sabemos que z&Ra ecuacion la podemos poner como:

mpz
F=—2"
2

quedando la ecuacién del movimiento como:
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m, z
2

Como sabemos que la masa colgante es mucho magda quasa que
rota, podemos afirmar que:

m"z = mgemM5%

mz= mgend5%= 0707mg = = 692

Integrando la ecuacion obtenemos que:

z = 346t°
y en funcién de x nos queda que:
x(t) = 2457
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28.- Considerar el sistema del péndulo con resortes aldigura 5.5.
Suponer que la fuerza del resorte que actua sdlpérelulo es cero cuando

el péndulo esta verticalBe0), que la friccion implicada es insignificante y
que el angulo de oscilaciofl es pequefio. Obtener un modelo matematico
del sistema.

figura 5.5

Solucion

Si aplicamos la segunda ley de Newton para rotacidla masa m,
tenemos que:
> T=Jda

donde T es cada uno de los momentos aplicadosrasa m debidos a las
diferentes fuerzas que actuan sobre ella, J esoghento de inercia de la
masa ya es su aceleracion angular.

Por tanto, si tenemos en cuenta la componente dsb [y las dos
fuerzas de cada uno de los dos muelles, que sdradas a la direccion
del movimiento, la ecuacion del movimiento nos guEino:

—mglsend - kxa— kxa= J9

Si suponemos que el angulo de giro es pequefdpteacion x del
muelle la podemos poner comoéesy la ecuacion nos queda como:
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-mglsend - kda - K& = ¥»

Como el momento de inercia de la masa en esteesagemf y para
angulos pequefos se cumple quefséh la ecuacion la podemos expresar
como:

ml? Z?+(mgl+ 2ka)f=0

que representa el modelo matematico del sistemadaual angulo de giro
es pequefio.
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29.- El aparato utilizado por los atletas para impulsarsacia arriba esta
representado en la figura 5.6. Modelar su dinAmggoniendo que la
fuerza F proporcionada por el atleta es impulsivasta aplicada en el
extremo de la barra, cuyo momento de inercia respaiceje de giro es |.

figura 5.6

Solucién

Para obtener la funcién de transferencia, comenzer® obteniendo la
ecuacion de movimiento que en este caso es etadsude la aplicacion de
la segunda ley de Newton a la inercia | y se cqrossle con:

I%:—kﬂ(L—a)z—kzeaz+ HL- 9

Si le calculamos la transformada de Laplace, supotd condiciones
iniciales nulas y que la fuerza F es impulsivagoleimos:

Is°0(s)=-k(L- 3°6($- kd( pa+( & R
de donde:

(L-a) _ (L-a)/ I A
+k(L-a?+ K& s*+(k(L-a?+ Kd&)/ | s*+B

A9 = 1

siendo:
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A=(L-a)/ |
B=(k(L-a)?+ka(34)/ |

Por ultimo calculamos la transformada inversa delaae de

obteniéndose que la respuesta dinamica del sistanta una entrada
impulso toma la forma:

a(t) = \/—SGI’]\/_ (L-a)ll se
Jik(L-a) + k(9 &)/ |
La figura 5.7 muestr&t) cuando A=1y B=1.
1
Al

0.5

ob A
-0.5f
Sl
0

t(s)

figura 5.7
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30.- El sistema destinado a orientar un satélite preterwbntrolar su
angulo de direcciord. Para ello, introducimos en el sistema de conteol |
posicion deseaddt, la cual la comparamos con la suma de la posicion
actual d y de una sefal angular proporcional al cambio dmsipion 8,
obtenida por un sensor con constanta fpartir de la velocidad angular del
satélite. El resultado de esta comparacion es wei@lsde erroré. que es
recibida, tras un cierto tiempo de retrasg por un actuador cuya funcion
de transferencia es G(s) #{Tc*s+1), siendo i y T el par y la constante
de tiempo del actuador, respectivamente. La fudrmgenerada por el
actuador y otra fuerza externg debida al ruido, actian sobre el satélite,
cuya dindmica viene dada por T(s)=1/Is, siendo melmento de inercia del
satélite, obteniéndose un cambio en la posicionsg#géma, a partir de la
cual podemos obtener, mediante un integrador, lsiqu@n actual &.
Obtener el diagrama de bloques del sistema.

Solucion

Para representar el sistema con un diagrama de udsqdebemos
obtener el diagrama correspondiente a cada unaadehrtes del mismo.

El hecho de qué. sea la entrada al sistema y la comparemos con la
suma de la posicion actuély una sefal angular proporcional al cambio de
posiciéng, lo podemos representar por el diagrama de bloglesk figura
5.8.

figura 5.8

El actuador que recibe la sefial de errd retrasada, podemos
representarlo por el diagrama de bloques de largb.9.
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6e -TqS fo f
TS+l

figura 5.9

La fuerza de salida del actuador, la fuerza extedielida al ruido y la
dinamica del satélite la podemos representar pati@fjrama de bloques de
la figura 5.10.

NsT—*

figura 5.10

Por dltimo, el integrador lo podemos representar pbdiagrama de
bloques de la figura 5.11.

—H 1l/s|—

figura 5.11

Para obtener el diagrama de bloques del sistembajlantegramos en
un solo diagrama los mostrados en las cuatro ulsrfiguras, obteniéndose
el de la figura 5.12.
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fe Be Tes Lyl fn [ e s =%
T+l
6
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figura 5.12




31.- El circuito electromecanico de la figura 5.13(a)rméte controlar la
posicion y(t) de una masa a partir de una tensiércdntrol u(t). Sabemos
que las caracteristicas de cada uno de los comgereatel mismo son: R=
10 ohmios, C= 1 milifaradio, L= 0.1 henrios, m= $)kb=10N/(m/seg), k=
10 Newtons/m. Sabiendo que la fuerza F(t) que m@dmma circulacién de
corriente por la reactancia L sobre la masa m, espprcional a la
intensidad de la misma. Obtener:

a) La funcion de transferencia Y(s)/U(s).

b) El valor de la constante de proporcionalidad emtF(t) y la
intensidad de la corriente que circula por la bolasinsabiendo que cuando
u(t) = 1v entonces y(t) = 0.1m.

c) Si realimentamos la salida del sistema antertlmaciendo uso del
montaje de la figura 5.13(b) en el que R1=R2= 50lg)iV= 5v, siendo la
resistencia por unidad de longitud de los potenciitnos de 10 ohmios por
metro, y unitaria la ganancia del amplificador, oallar la funcién de
transferencia en bucle abierto del sistema realintesio.

+ 1

R
u —
C L
vV - R1| [*2 — V R2 I_m
v(t
k b
< .
]

(@) (b)

I

figura 5.13

Solucion

a) Para obtener la funcion de transferencia deltesi|a de figura
5.13(a), lo descomponemos en dos subsistemas,arrespondiente a la
parte eléctrica y otro a la mecanica.
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Las ecuaciones que modelan la parte eléctrica lermemos aplicando
las leyes de Kirchhoff y las que lo hacen con legaecanica a partir de
las leyes de Newton, obteniéndose el siguientenséstle ecuaciones:

it) =i (t) +i,t)
u(t) = Ri(t)+%ji2(t)dt

0

1c. _ du(®)
Ej;lz(t)dt—L "

my() = —k( 9~ by )+ Ki()

Donde i(t), i(t) e k(t), como muestra la figura 5.14 son las intensead
que circulan por la resistencia, el condensadoa Ypbbina respectivamente,
y K es la constante de proporcionalidad entre l@msidad que circula por
la bobina L y la fuerza aplicada sobre la masa m.

figura 5.14

Si aplicamos la transformada de Laplace a las cmacuaciones y
suponemos condiciones iniciales nulas, obtenemes qu

1(s) = 1i(8) + 1,(9)

1
U(s) = RI(9 + L 12(9) {U(s):(RLC§+ Ls Ry(

1 1,(s) = Lsl(9 KI(s)=(ms + bst Kk ¥ )
Cs

mSY $=- k() bgn)s KI)
De donde obtenemos que la funcion de transferetatigistema es:

Y(9 _ K _
U(s) (RLCS+ Ls+t R( mfs+ bs )k

n

Gi(9) =
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K
© (10°s?+10ts+ 10Q( 508 + 108+ 1D
b) Para calcular el valor de la constante de progionalidad entre F(t)
y la intensidad de la corriente que circula por b@bina, obtenemos la

ganancia estatica del sistema por dos métodosnttisti Primero, como el
cociente entre y(t) y u(t), es decir,

¥ _01
u(t) 1

y segundo, como el limite de la funcion de tramsfeila cuando s tiende a
cero:

=01v/ m

Iimﬁ—L

=— =01
s~oU(s) 100

Con lo que podemos afirmar que la constante de gmopnalidad
buscada vale K=10N/amperio y la funcion de transfieia:
(9 _ 10 _
U(s) (10°¢+10"s+1Q( 508+ 108 1D
3 1000
(58" +5015’ + 5010E + 10108+ 10090

G(9 =

Para calcular la funcion de transferencia en bualderto del sistema
realimentado, modelaremos el circuito de realimeia que es el
mostrado en la figura 5.15.

figura 5.15
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y obtenemos las siguientes ecuaciones:

U(t)=V+_V—
v.=YRr
%
V=g R :>u(t)=%K"(yref-Y(t)):”“t)zlo(yfef_”)
R=R=R
R, = K" \(1)
Rs = Ky

Donde K es la resistencia por unidad de longitule
potencidémetros.

Si calculamos la transformada de Laplace suponiendodiciones
iniciales nulas, obtenemos que:

U(e) =10(Y, (9- X 3

que junto con la expresion de(§) nos permiten obtener el diagrama de
blogues del sistema realimentado como muestrgladi5.16:

Y ed(S) Y(s)
%;O—» 10 PSleys)—

los

figura 5.16

y la funcion de transferencia en bucle abierto distema realimentado
gueda como:

10000
G(9) =10 =
(9710609 (5s* + 501’ + 5010E + 10108+ 10000

100



32.- Para el circuito de la figura 5.17 y suponiendo difigadores
operacionales ideales.

a) Hallar la funcion de transferencia.

b) Obtener la respuesta temporal ante una entradaadn (todas las
resistencias y todos los condensadores tienen vatodad).

c) Calcular la relacion de amortiguamiento y la fteencia natural no
amortiguada.

figura 5.17

Solucién

Teniendo en cuenta que la corriente que circula idados
amplificadores es insignificante y que las tensgopa sus terminales de
entrada coinciden, las ecuaciones que modelarstdrsia son:

VimVo _ VoV,

1/Cs R
V;—V, Vv,V

[o]

R, Ry

VitV VitV VTV v

R 1/Cs 1/Cs R

donde y=v,=v.=v.=0 y 1/Gs y 1/Gs son las impedancias complejas
correspondientes a los condensadorey C, respectivamente.
Simplificando, las ecuaciones las escribimos dgdaiente forma:
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Vi _ TV,
1/Cs R,
Vs _7Vo
R, R
VitV _ Vv VimVs  Vp
R 1/Cs 1/Cs R

y la funcion de transferencia bajo condicionesiglies nulas es:
Vo(s) _ RRRGs
Vi(s) RRRRBGGS+( RRR.,@ B + ;R )R,R

Si R=R,=R3=R4=Rs=10Q2 y G=C,=1F la funcion de transferencia
gueda como

V(9 _ s
Vi(s) s+2s+2

Si comparamos el denominador de la funcién de feasncia
obtenida, con el de la forma general de la funailentransferencia de un
sistema de segundo orden

V,(s) _ Ka?
Vi(s) s*+2w,s+w}

la ganancia estdtica es K=0, la frecuencia naturamortiguada
, . 1
w, =~ 2rad / s y el factor de amortiguamient§ = E

Para calcular la respuesta temporal ante una en@radscalon,
partimos de la funcién de transferencia anterioonde \(s)=1/s por lo
que:

1
V()=-—5—F=

cuyos polos estan ubicados en:
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s=-1+j=a+4
s=-1-j=a-4

Para los polos sy $ calcularemos la funciof(s) asociada de la
forma:

(s*)(st 9 W B_1_

F(s)= i3 [=

gue la evallo en,y obtenemos:
: . . [ =0
FE+D=-1=rh+fi=__,

de donde la expresién de la respuesta temporatidima de la figura 5.17
ante una entrada escalon unitario viene dada paXpresion:

v(t) = e"‘[l’r cospBt—T, serﬁt]
y queda en la forma:
v(t) = ' sent

siendo su representacion gréafica la mostrada efiglara 5.18.

v(t)
0.35

0.3
0.25
0.2

0.15

0.05

t(s) &

figura 5.18
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33.- Obtener la funcién de transferencia y 1analizar Iatabili(lzlad del
sistema mostrado en la figura 5.19;(R'=50sg” y (RCx)™* =4sg .

104

Solucién

figura 5.19

El sistema mostrado en la figura 5.19 lo podemaxo@poner en los
seis subsistemas de la figura 5.20 con sus correipotes ecuaciones
asociadas.

Como sabemos que(R) ™= 50sg" y (RCy)™'= 4sg" podemos obtener
el sistema de ecuaciones:

V,=u-4y
SOV,

V, =-———2
S

V, =u-10y
V,=V;-V,
4,
Vo=—-——+
S
y=u-\;

50(u-4
v, = - qus y)
=4V, =u-10y-V, =
A
Y=77s

4
=y = Ut (u-10y) + 2 (u-4y]



4R
v R
- Vi
u >
4R
R

C
Ri
Vi
V,

V=-Vi/CiRis
Vi=u-4y
10R R
v R v, R %
* Va Va b Va
Y 10R R
R R
V3=u-10y V=Vs-V,
R
C>
R
R " v
V. U R
Vs R
V5=-VJ/CiRzs y=U-Vs

figura 5.20

de donde obtenemos que la funcion de transferetgiaistema de la figura
5.19 viene dada por:

y  §+4s+200

u  s®+40s+80C
Los polos de esta funcion de transferencia esté&adbs en
s, = —20+ 20j
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Como ambos polos estan a la izquierda del eje in@ag@ del plano s,
podemos afirmar que el sistema es estable, aurepar& una respuesta
subamortiguada ante una entrada escalén, ya quedtss son complejos y
tienen parte imaginaria.

La representacion grafica de la tension de sali{ty para una entrada
escalon unidad, viene representada en la figurd 5.2

1

v(t)

0.8]!

0.6

0.4}

0.2}

0 0.1 0.2 0.3 0.4
t(s)

figura 5.21
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34.- Determinar la funcion de transferencia del circude la figura 5.22.
Calcular la relacion de amortiguamiento y la freagc& natural no
amortiguada cuando R=2 y C= 1F. Calcular su respuesta temporal ante
entrada escalon y representarla graficamente.

Vi

figura 5.22

Solucion

Teniendo en cuenta que la corriente que circula idados
amplificadores es insignificante y que las tensgora sus terminales de
entrada coinciden, las ecuaciones que modelan ebpostamiento del
sistema son:

Vi~ Vs _ V5=V

R R
V, =V, V=V,

R 1/Cs

ViV, V-V, V-V,
R R R
donde y=v3=v;=0y
R
Re = 1+ CR

guedando dichas ecuaciones reducidas a:
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Automatica: problemas resueltos

vV, = -V,
v, =-Vv,CRs

Vio_ Y2 Yo
R R R

de donde podemos despejar la funcién de transfexdrgjo condiciones
iniciales nulas como:

Vo(S) _ 1
V() CRS$+ CRsl
Si R=1y C=1 la funcién de transferencia queda como

Vo(s)__ 1
Vi(s) €+ stl

que si la comparo con la forma general de la fundaié transferencia de un
sistema de segundo orden

V() Ka

n

Vi(s) S+ 28w, s+ W)

la ganancia estatica es K=-1, la frecuencia natuaaiortiguada w=1rad/s
y el factor de amortiguamientf=1/2.

Para calcular la respuesta temporal ante una engradscalon,
partimos de la ecuacion dondg3)=1/s por lo que

Vo(9) = _2;
(s"+s+]s
cuyos polos estan ubicados en:
=0
s, =-05+(\/3/ 2j=a+p
s,=-05-(\/3/2j=a-p

El residuo asociado al pola $o calculamos de la siguiente forma:
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A=(s-9)V(3,_, =-1

Para los polos sy g calcularemos la funcionf(s) asociada de la
forma:

(s+3)st 9WB_ 2
iB J3s

gue la evaluamos en obtenemos:

r(s)=

r=1

M(-05+(3/2))= (W Ji=F+Nj=_" = .

de donde la expresion de la respuesta temporasidedma de la figura 5.22
ante una entrada escalon unitaria, queda en la &orm

V3. 43 3
v(t) = -1+ e (cos— t+— ser—t )
2 3 2
y su representacion grafica es la mostrada endara 5.23.
0
v(t)
-0.21
-0.41
-0.6f
-0.8T
| | pesaeseaseleasassassassasy ZiEtananamtotes
-1.2 ‘
0 5 10 t(s 15

figura 5.23
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35.- Hallar la funcién de transferencia¥, del circuito de la figura 5.24 y
obtener la respuesta ante una entrada escalon sepda valores unidad
para las resistencias y los condensadores.

figura 5.24

Solucion

Teniendo en cuenta que la corriente que circulaidat amplificador
es insignificante y que la tensién en sus termg;dkentrada coinciden, las
ecuaciones que modelan el comportamiento del sassem:

Va |;1Vb =V, -V.)C;s+ Y_RZ +V,C,s
-V
V,C,s=—=
R,

De donde la funcion de transferencia queda como:
o= Ve - -RRGs
V. RRRGGS+( RRGr RRE+ R )R

Si las resistencias y los condensadores tienenalor winidad, esta
funcion la podemos expresar como:

V -S
G(9=t=g
(9 V. & +2s+2

a
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que coincide, excepto en el signo, con la funciéntrdnsferencia del
sistema de la figura 5.17 por lo que su respuesta ana entrada escalon
sera similar, es decir

v (t) = -€"'sent

y su representacion grafica es la mostrada endarf 5.25.

Velt)
0.05

0
-0.05
-0.17]
-0.15¢1
-0.2}
-0.25]

-0.3]

-0.35 ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 t(s) 8

figura 5.25
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36.- Determinar la funcion de transferencia del circude la figura 5.26.
Calcular la relacion de amortiguamiento y la freagc& natural no
amortiguada cuando : RR,=Z1=Z,=1y Z;=Z,=1/s. Calcular su respuesta
temporal ante entrada escalén y representarla gaifiente.

figura 5.26

Solucion

Teniendo en cuenta que la corriente que circulaidat amplificador
es insignificante y que la tensién en sus termgdkentrada coinciden, las
ecuaciones que modelan el comportamiento del sassem:

O-v. V.-V, R
= V.=V, = v,
R R, R+R
V,-V, Vv,-0 . v =y = Z, v N
z, T z,+z,0
VitVa _VamVe VaT VY ViV, V.-V, V.-V,
Z Z, Z, Z Z, Z,
z_, __R
,+Z, * R+R°
=
vyl 1,1 Ry v,
Z % 7, Zy (R*R)% Z,
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{ _RZ(z+2) 1 1 1, 7z, RZ }

\'
(R+R)Z "4 Z 14 Z,° (R+*R)Z°
Calculamos la transformada de Laplace de esta @ltiecuacion y

suponiendo condiciones iniciales nulas, la funciim transferencia del
sistema de la figura 5.26 la podemos poner como:

Vo(9) _ (R+R)24%277
Vi(9 RZ(Z+Z)N %4+ 24+ 2-( R+ B 27,2 [Z,ZZR
Si

Z1=7,=R1=Ry=1y Zs=Z,=1/s
la funcion de transferencia queda como:
Vo(9 2
Vi(s) S+ stl

que si la comparo con la forma general de la funaié transferencia de un
sistema de segundo orden

V() Ka,
Vi(s) & +28w,s+w)

la ganancia estatica es K=2, la frecuencia natuaatortiguadac, =1rad/s
y el factor de amortiguamient=1/2.

Para calcular la respuesta temporal ante una endéradscalon,
partimos de la funcién de transferencia dongg)¥1/s, por lo que:

2
Vo(9) = (8 +s+]) s
cuyos polos estan ubicados en:
s=0
s, =-05+(\3/ 2j=a+f
s, =-05-(3/dj=a-p

El residuo asociado al polqg b calculamos de la siguiente forma:
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Automatica: problemas resueltos

A=(s-9)V(Y,_, =2

Para los polos sy s calcularemos la funcionf(s) asociada de la
forma:

(s*s)(st YW B__ 4
iB J3s

gue la evaluamos enys obtenemos

r(s)=

r=-2
r=(2J3)/3

de donde la expresion de la respuesta temporasidedma de la figura 5.26
ante una entrada escalon unitaria, queda en la farm

M(-05+(V3/ 2j)=-2+(2/3 3j =l +Ij=

3. 2J3 3
v (t)y=2- e“””‘(Zcos% t+T\/_ sen\/?_ t)

y su representacion grafica es la mostrada endara 5.27.

25
V1)
P S S N —

1.5}

0.5

0 5 10 15 t(s) 20

figura 5.27
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37.- Obtener v(t) para el circuito de la figura 5.28 dienla ganancia del
amplificador es A=100.

figura 5.28

Solucion

En este caso, no podemos suponer que las tensonkies terminales
del amplificador son iguales ya que su gananciaesanfinita, por lo que
las ecuaciones que modelan el comportamiento stersa son:

_ R
V+_R1F+24R2Vi AR(R*+ R)

+
TRAR Y TYOTRTIRI(A) R BT
vV, = (v, - V) A
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38.- Para mantener constante la altura hidrostaticgthdel depdsito Il de

la figura 5.29, a pesar de la variacion del cauddé salida {t),
construimos un sistema de control. La altura denefcia viene dada por
u(t) y la de salida por Jft). Ambas, actGan sobre dos potenciometros,
suministrando las tensiones y v respectivamente, que son proporcionales
a dichas alturas con constante de proporcionaliigdLa diferencia entre
estas tensiones, es una sefial de error que alimentamplificador de
tension (G), cuya salida, v(t), excita un servomaize acciona una bomba

y produce un caudal(t) proporcional a la velocidad w(t) del servomotor
que llena el depodsito I. La ecuacion dinamica dervemotor es
T(H)=K,v(t)-Kw(t). Por dltimo, conocemos que T es la suma de dos
elementos, uno proporcional a la aceleracion angulael servomotor y el
otro proporcional a la velocidad angular del misncon constantes de
proporcionalidad Ky K, respectivamente.

a) Hallar las ecuaciones del sistema.

b) Dibujar el diagrama de bloques.

c) Por simplificacién del diagrama de bloques, obge la funcion de
transferencia.

Krha(t)

£9 ho(t)
A 2
— N :{;Z al

 —
i 5(0)

figura 5.29
Solucion
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El modelo del sistema lo obtenemos de la siguientea:

- En el tanque namero uno, el volumen de liquidomadado es la
diferencia entre el liquido que entra y el que saldgual que sucede en el
tanque numero dos como muestran las dos siguientegiones:

hl()

G =)~ q,()

¢, W =g, 0- a0

Segun la definicion de resistencia para la tubeyiee une los tanques
uno y dos asi como para la de salida del tanque, desemos
respectivamente las ecuaciones

hy(t) - hy(1)
R

h,(t) = R.q(9

El caudal q(t) que produce la bomba, es proporcional a la vilad
w(t) del servomotor como muestra la ecuacion:

0.(1) = Ky

Las tensiones que suministran los potenciometrogpsoporcionales a
las alturas de entrada y la diferencia entre eléasuna sefial de error que
podemos expresarla como:

e(t) = K (u- h(9)

Esta sefial de error alimenta un amplificador de @ara G cuya
tension de salida nos muestra la ecuacion:

v(t) = GH 1)

0 ,(t) =

Por dltimo, conocemos que la dindmica del servomesda mostrada
en las dos ecuaciones siguientes:
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T=KV-Kuw

T =K, w+K,w

Si calculamos la transformada de Laplace del colgute ecuaciones
anteriores, obtenemos

CsH(9= Q(3- QA »
C25H2(9= Qz( 3_ q )5

H,(s) = H,(9
R

Hy(s) = RQ(9
Q.9 = Kyee(9

Ql,Z(S) =

E(9 = K (U(9- H(3)
V(9= GH 3
T(9= KV($- Ka($
T(9) = K,5(9) + K,a(9)

Para cada una de estas ecuaciones, los diagram&dodgies parciales
asociados a ellas son respectivamente los mostrddede la figura 5.30
hasta la figura 5.38.

Q 1 Ha(S)
g Cls
QuAs)”
figura 5.30
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Ql,z(s)I
+

Qs(s) i

CzS

Ha(S)
AN

figura 5.31

H.(S)

H-(S)

1R +—

Q1S)

figura 5.32

Q«(s)

—

1R,

Ha(S)

figura 5.33

w(S)
—

Kb&e—y

figura 5.34

U(s) ( )
+

Hz(S)I i

Kr

figura 5.35
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E(s V(s)

figura 5.36

V(s
=Bl =

T(s)

<
Kz |7

(<)

figura 5.37

T(S) 1 (S
— —»

Kzs+K,

figura 5.38

Si integramos todos estos diagramas de bloquesigiesc en uno
global obtenemos el mostrado en la figura 5.39.

) <
O
: . QuAs)”
]

figura 5.39

Para obtener la funcion de transferencia del sisteanpartir de la
reduccion del diagrama de bloques vamos a suponer tpdas las
constantes tienen valor unidad, lo que no restaegdidad al problema y si
simplifica los calculos, con lo que el diagramaldeques a reducir es el
mostrado en la figura 5.40.
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u(s) 1
ar < g s+1

figura 5.40

Resolviendo los dos bucles realimentados del mteobtenemos el
diagrama de bloques de la figura 5.41.

u(s) ( ) 1 1 O 1 H,is)
* s+2 + s N

s+l

figura 5.41

Seguidamente, anteponemos el Ultimo sumador al ubloquya
ganancia es 1/s cambiando el valor de la realimeidtadel primero, con lo
que el diagrama de bloques resultante es el mosteada figura 5.42.

u(s) ( ) 1 1 1 H,is)
T S+2 + +Q: s

s+l

[ e
Ls

figura 5.42

Donde podemos intercambiar los dos sumadores décipossin
consecuencias adicionales y obtener el diagramia figura 5.43.
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%_, I Y 1 1 H7£S)
w s+2 + + s

s+l

1
Ls [

figura 5.43

Por dltimo debemos de simplificar una sucesién declds
realimentados como mostramos desde la figura 5 ldfigura 5.47.

ﬂ;@_; _1 I i 1 Hz(s)
* s+2 + g

4. s+1] s+1

a

figura 5.44

u(s) ( ) 1 . 1 Ho(<)
W S+2 S+3s+1

figura 5.45

u(s) O 1 H>(S)
W T S+58475+2

figura 5.46
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u(s)

1

S+5+75+3

H>(S)

figura 5.47

Por tanto, la funcion de transferencia es:

H,(s) _

1

U(s) S+58+7s3
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39.- El sistema de la figura 5.48 pretende mantener taoits la altura de
un depdsito H(t) contra las variaciones del gastoy)(). Como sensor
usamos un flotador que actia sobre el cursor de potencidémetro,
suministrando una tension(t) proporcional a la altura que deseamos
controlar. La sefial realimentada la comparamos tosefial de referencia
u(t). La diferencia entre éstas, previamente angplifa, actia sobre un
regulador que abre o cierra la valvula que regulaflajo de alimentacion
g1(t). Suponemos que el fluja(t) es proporcional a la sefial de error y que
los parametros del sistema son:

R,=R; > : Resistencia en seg:#

C,y G : Capacitancia en A

Kt : Constante de proporcionalidad de los potenciérosten volt.mt.

K, : Constante del regulador en ¥rseglvolt?.

Determinar:

a) El diagrama de bloques del sistema.

b) La funcion de transferencia F(s)= b{s)/U(s).

u(t)

v(t)

Regulado

V()
an(t)

Ri»
hi(t) 9& ho(t)
—N Ea Wl
-

Qi 5(t)

figura 5.48

Solucién

Las ecuaciones del sistema son
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dh() _ o
C, o = Gl = (Y

h,(t) = Ra(9

d
B = g 0)- (0

_h(®-h(Y
R.(H= 0
o (t) = K &)

e(t) = K, (u( - h(9)

de donde obtenemos que:

dh, (1) hy(t) _ h(t) - h(1) _h (1)
C —_— = - = -
dh(t) _ . h(0) - h(1)

a (1) = K K, (u(t) = hy(t)

Calculamos la transformada de Laplace a las tréBnals ecuaciones y
obtenemos:

H,(s) — H,(9 _ Hy(9)
R R,

H,(s) — H,(9
R

C,sH,(9=

CsH(9= Q(3-
Q9= K K(U(9- H(3)
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Los diagramas de bloques asociados a las tres ému@€ anteriores
son, respectivamente, los mostrados desde la figutf, hasta la figura

5.51.

Ha(s) R,

R12+Ro+RCoR1 58

Ha(s)
——>

figura 5.49

Riz

+ 1+CiRy.S

Hi(s)

1R,

Ha(s)
‘—

figura 5.50

U(s) ( )
+

KK,

Ha(s)

Oi(s

figura 5.51
Si integramos los tres diagramas anteriores en global, obtenemos

el de la figura 5.52.
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v

14CRy S

u(s) | R, |Hi(S) R Ha(s)
; * Ry 7+ RARCR, 8

1R, ‘

figura 5.52

Si multiplicamos las funciones de los bloques eie seresolvemos los
dos bucles realimentados, nos queda que la fund&nransferencia del
sistema de partida es la mostrada en la expresion:

ACH KK, R,

F(s
( ) U (S) R12C1R2C282 + (R12C1 + R2C1 + R2C2)8+ KT Kr R2 +1
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40.- Tenemos un tanque conico lleno de agua, como nauesfigura 5.53.
El flujo de liquido por la valvula es turbulentoegta relacionado con el
nivel de la presion hidrostatica H, pdp = 0.005/ H , donde Q es el gasto

medido en rfiis y H en m. Suponiendo que el nivel es de 2m @n¢Euél
sera el nivel en t=60seg®.

figura 5.53

Solucién

Puesto que el tanque no tiene entrada de aguauaa@én que modela
su comportamiento es:

CdH = - Qdt

donde C es la capacitancia del tanque, Q el gastsalida y H la presion
hidrostatica.
Puesto que:

Q=0.005/H

C=m?
la ecuacion la podemos expresar como:

712dH = -0.005/H dt
Como H=3r, tenemos que:
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H 2
n(g) dH = -0.005/H dt

e integrando desde la posicion y el instante inib&sta el final queda que

60

(H)¥*dH = -0.014[ dt
0

N =y X

X

Z(H)slz

c =-0014]

2

de donde obtenemos que el nivel del depdsito desiautanscurrir 60 s es:
X =165m
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41.- Dibujar el sistema mecanico modelado por las sigige ecuaciones:

3.).<1+3;(1+ 6X1— 6X2: F
—6X1+5X2+ 4X2+ 7X2— 4X3: 0
—4X2+7X3+ 4X3: 0

Obtener el sistema eléctrico correspondiente uditido la analogia
fuerza - tension.

Solucion

El sistema consta de tres masas=8kg, m=5kg y m=7kg, cuyas
aceleraciones respectivas son:

X1 X2 X3

Segun las ecuaciones 1 y 3, tenemos dos amortigggdouyas
constantes de friccidn viscosa son, respectivamente3 y b=4. El
primero une la pared con iy el segundo las masa,g m. También
deducimos que hay un muelle de constaj#é gue une las masas;m m.
Teniendo en cuenta lo ya obtenido podemos afirmes gn muelle de
constante k=1 une la pared con la masayntinalmente, existe una fuerza
F en la direccion del movimiento, aplicada a la mas.

Por todo ello, podemos dibujar para el sistema deaeiones de
partida el sistema mecéanico de la figura 5.54.

|

ki

my

R
ke by
— L o s I

figura 5.54
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Para obtener el sistema eléctrico analogo al amterrealizamos la
siguiente correspondencia:

m-L m-L m-L
X - q X -G X- G
b-R b-R

k ~1/C k-1/G

e f

L% dy o dg
LUodt 2 dt 0 dt

quedando el siguiente sistema de ecuaciones:
di . 1.
—1——R1|1 _[ldt——_[ldt+e

Lz%:Rzl3 F\’zl2 Ildt J.Idt Iizdt
2

5.55.

figura 5.55
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42.- Para accionar una carga mecéanica de F=0.475N.m/sad) Yy
J=9.5Kg.nf empleamos un motor (figura 5.56) con las sigunte
caracteristicas:

Constante de Fuerza contraelectromotriz ~ ¥0.95V/(rad/seQ)

Constante de par #£0.95N.m/A
Resistencia de armadura nR0.10Q
Inductancia de armadura k=0H

El motor recibe la energia de un amplificador de tpocia de
ganancia G=10V/V. La realimentacion la realizamos a través de
tacometro que genera 90V cuando es accionado a B600p.m. El
amplificador de potencia es controlado mediante kalida de un
amplificador operacional trabajando en modo difereial de ganancia 10.
Hallar las ecuaciones dinamicas que gobiernan elnftionamiento del
sistema, dibujar el diagrama de bloques con U(smmoentrada y W(s)
como salida y obtener la funcion de transferencia.

I

’ .
el Y0 §Z =l
XU(t)
T | —=
= V(t Wl -
r
Vi(t) )

figura 5.56

Solucién

Las ecuaciones que modelan la parte electronica sislema las
obtenemos de la siguiente forma:
La tension de salida del tacometro viene dada por:

V. (1) = Kra(t)
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donde K es la constante de proporcionalidad entre dichasi@n y la
velocidad angular de entrada. Su valor lo calculansomo:

KT = m =0.9v.s/ rad

La salida del amplificador operacional en modo mh#fecial se
corresponde con la expresion:

V(1) = K,y (u(1) = v(1)

donde kK =10 es la ganancia del amplificador.
La tension de entrada al motor la proporciona unptifitador de
potencia cuya salida es:

V(1) = G, (1)

con G, =10V/V la ganancia del amplificador.
Las ecuaciones que modelan el motor son:

V(1) = Ry () + v (D)

V,(1) = Kt T
T =Kt [T V(0= Ry Kl

T = Jw+ Fw

Si calculamos la transformada de Laplace del cotgute ecuaciones
anteriores, obtenemos :

V(9 = K9
V(9= K (U(9- V(9
V(9= GV 3

Jsa(9+ (9
K

Vn(9)= R, +K,a(s)

t
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Para cada una de las ecuaciones, los diagramaslagubs parciales
asociados a ellas son los mostrados desde la figubsad hasta la figura
5.60 respectivamente.

V.(s) w(S)
— Ky ——

figura 5.57
U(s) V(s)
()
Vi(s) |~
figura 5.58
V(s) VnlS)
—N G, —
figura 5.59
Vul(S) 1 EONILEC 1 w(s)
+ R I Js+F
Vo(9)| "
Ko ¢
figura 5.60

Si integramos todos estos diagramas de bloquesigles¢c en un
diagrama global obtenemos el mostrado en la figuil.
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U(s) E(s V(s) Vol S) 1 Im(S) TelS) 1 W(€)
oy sl ]
Vi(s) |~ Vy(9)|~ —
Km |
Ky
figura 5.61

Para obtener la funcién de transferencia del sistem partir de la
reduccién del diagrama de bloques, vamos a sustiida constante por su
valor, con lo que el diagrama de blogues a redwsrel mostrado en la
figura 5.62.

u(s ‘ E(S) V(s) vm(s) 1 |m(S) Oj9‘: Tuls 1 w@
* + 0.1 — 9.55+0.47"
Vds) |~ V(9|
0.9¢[*
0.
figura 5.62

Resolviendo los bloques en serie y el bucle realiat® del interior
obtenemos el diagrama de bloques de la figura 5.63.

U(s) ‘ 9.5 0(9)
10C >
N . 9.55+9.5
0.¢ |¢
figura 5.63

Por dltimo simplificamos el bucle realimentado commuestra la
figura 5.64.
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u(s) 95(C (S)
—>
9.55+864.%

figura 5.64
Por tanto, la funcion de transferencia es:

a(s) 950
U(s) 95s+ 8645
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43.- Obtener el modelo matematico del sistema mostrada figura 5.65.

figura 5.65

Solucion

Tenemos un sistema mecénico de traslacion, pogue debemos
aplicar la segunda ley de Newton a cada una dentasas, teniendo en
cuenta tanto las fuerzas producidas por los resoytel amortiguador (que
se oponen al movimiento), como la producida exteere.

Asi, para la masa i debemos cumplir la siguiente ecuacion

diferencial:
m¥=-kx— k(x= %)- % "%
Y para la masa pse satisface que:
m¥% =-kx= k(%= %)- xR+ f
Si reagrupamos los sumandos de sendas ecuaciob&siemos el
siguiente modelo matematico del sistema mecanico:

m¥% + kx+ k(x= %)+ %= "9=0
m¥% + kx+ k(%= )+ H'x="P= f
Si suponemos que:
m=my=1

k1:k2:k3:1
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b]_ =1
f=sent
las ecuaciones quedan como:
X +2X =%+ %~ %=0
X, +2X,— X + X, — x =sent

Si obtenemos la transformada de Laplace de cada dealas
ecuaciones anteriores y suponemos que las conégimnciales son nulas,
obtenemos que:

X (9 = s+1

(9= ® 4+ 2<% +55% + 453+ 7%+ 25 + 3
S+ s+2

X,(9) =

s® +25° +55% + 4%+ 752+ 25+ 3

son las transformadas de Laplace dé)» %(t) para una entrada f=sent.
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44.- Hallar la ecuacion linealizada de

y=0.2%8
alrededor del puntoX = 2.

Solucién

Expandimos la ecuacion y = f(x) = 02xen una serie de Taylor
alrededor del punto de trabajg = 2 obteniéndose que:
(X-X) + ...
X=2

y=10=1%) + <

Si suponemos que los términos de orden superior(xer) son
pequefos, podemos despreciarlos y el desarrolldajveducido a:

v-10= ] %)
donde:
%x:z =0.6x* = 24
Como
f(X)=1(2) = 1.6
gueda que:
y-1.6 =2.4(x-2)
0 bien

y=2.4x-3.2

que es la ecuacion linealizada de y = 3.2xalida en las proximidades del
punto de operaciox = 2.
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45.- Linealizar la ecuacion:
z =X + 4xy + 6¥
en la region definida por:

Solucion

Si desarrollamos z = f(x,y) como una serie de Trayddrededor del
punto de equilibrio X,y) = (9,3), obtenemos que:

- _ of - of —
2=t =N +[ 5] X+ o) ]+
X=9,y=3 x=9y=3
[ 52 2 1
1 0°f _.»  Of of - -, 0°f —\2
T B R B Ut R I
Z!Lax2 N oxoyl vl . J

Como el término de segundo orden y los de Ordemesrigres a éste
son pequefios en torno al punto de trabajo, los pudedespreciar y la
ecuacion queda como:

Z-Z = Ki(x-X) + Ka(y-y)

donde:
i
— =(2x+4y) =30
d( x=9,y=3 x=9y=3
of
— = (4x+12y) ., =72
O], g5 e

z=f(X,y) = (X* +4%y +6y°) = 243
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Asi, la aproximacion lineal de la ecuacion no lihelmda cerca del
punto de operacion (x,y)=(9,3), lo podemos ponenao

z-243=30(x-9)+72(y-3)
0 bien como:
z=30x + 72y - 243
ecuacion que es linealen x e y.
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46.- Considere el sistema de la figura 5.66. Un servomde corriente
continua controlado por armadura excita una cargansistente en un
momento de inercia J El par desarrollado por el motor es,TEl

desplazamiento angular del rotor del motor y ehedato de carga son.gy
@, respectivamente. La relacién de engranajesnesq /@, Hallar la
funcion de transferenci®-(s)/E(s).

figura 5.66

Solucion

La ecuacion diferencial del circuito de armadura es

di do
=L—2+Ri +K, —2
G at e Ty

y su transformada de Laplace bajo condiciones ahd nulas:
E(9=(Lst BI($+ K §,(>
donde:
do

—

dt

es la tension inducida en la armadura.
Por otro lado, el par que crea el motor es propor@l a la corriente
de armadura, es decir,

& =K,

T,=Kki

m a
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Si aplicamos la segunda ley de Newton para rotaeida inercia J
obtenemos:

J On=T. -T

donde T es el par que se opone al movimiento debidksto del sistema.

Teniendo en cuenta que las fuerzas de accion yi@aen el punto de
unién de los dos engranajes deben ser iguales,eylguelacion entre el
namero de dientes de las dos ruedas es

q
n=—-
&,
podemos escribir que:
T=nT

Para la segunda inercia, también se cumple la sdguay de Newton,
por lo que tenemos que:

JL.éL =TL

De las ecuaciones anteriores obtenemos:

0 .
mZL +nd, 6, = Ki,

cuya transformada de Laplace bajo condiciones as nulas queda
como:

J 329(9 nzszl

+nJ S6(9= KL($ 9($ =1.(8)

y la funcion de transferencia del sistema de Iarﬁg5.66 es:
q.(s) _ nK
E(9 [(Ls+ R(J,+ 7 1) s KK| s
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Temao6:

Acciones
basicas de
control
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47.- Considerar los controladores automaticos indusesatuyas acciones
de control proporcional (P), integral (I), propowmal-integral (Pl),
proporcional-derivativa (PD) y proporcional-integrderivativa (PID)
estan dadas respectivamente por las siguientesdines de transferencia:

Go(9= gy = Ko
G,(s):UE'T(SS;):K—SI

Gy (9= UEP'(S’) - KP(1+KLIS)
Gro(9 = E20) = Kol T,9
GP,D(S):U%&S)S): KP(1+KLIS+TD5)

donde E(s) es la transformada de Laplace de la $ef@aerror.

Obtener la sefal de salida para cada uno de loscoirtipos de
controladores cuando la sefial de error es la funtiéscalon unitario o la
funcion rampa unitaria.

Al trazar las curvas suponer que los valores nunoés de I, K, T; y
Tp son los siguientes:

Kp=4 (ganancia proporcional).

Ki=2 (ganancia integral).

T,=2s (tiempo integral).

Tp=0.8s (tiempo derivativo).

Solucion

a) Para el control proporcional y un error de tipgscalon unitario
tendremos que:

u(t) = Kee() = 4
Si el error es de tipo rampa unitaria la salida &er
u(t) = Koe(t) = 4t
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b) Para el control integral y un error de tipo e$@a unitario
tendremos que:

ut) = K, [e(tdt=2[ ¢ di=2t

Si el error es de tipo rampa unitaria la salida &er

ut =K et =2 ¢y dt=t

c) Para el control proporcional-integral y un erraite tipo escalén
unitario tendremos que:

= e(t)K +Kp ‘e(t)dt=4+2
u(t) = e(t)K, ?joea) t=4+2t
Si el error es de tipo rampa unitaria tendremos:que
u(t) = e()K +ﬁfe(t)dt:4t+t2
P T| o

d) Para el control proporcional-derivativo y un errde tipo escalon
unitario tendremos que:

u(t) =e()Kp +T,Kp gett) = 4e(t) + 3.2—ddt) =4
dt dt
Si el error es de tipo rampa unitaria la salida &er
u(t) = &K, +T,K, de(‘) = de(t) + 32de(t) ss 32

e) Para el control proporcional-integral-derivativp un error de tipo
escalon unitario tendremos que:

- Ke delt) _
u(t)—e(t)KP+TI .[Oe(t)dt+TDKP ”

= de(t) + 2| e(t)dt + 3.2% =4+ 2t

Si el error es de tipo rampa unitaria la salida &er
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u(t) = e)K,, +— j et)dt +T K, de(t)

= Je(t) + ZJ'Oe(t)dt + 3.2% =4t +12 + 32
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Tema /.:

Analisis de la
respuesta
transitoria
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48.- Representar graficamente la respuesta temporal anteada impulso
y frente a entrada escalon unidad de los sistemas< polos estan
ubicados en las siguientes posiciones:

a)s=-1 f) s= 0 (raiz doble)
b) s= -1+ s=-1-j g) s= 1 (raiz doble)
c) s= -1 (raiz doble) h)s=0
d)s=0 s=1 1) S= -j S=]
e) s= 1+4j s=1-
Solucion
a)s=-1
1 1
x(t) x(0)
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 1 3 4 Ks) 5 0 1 2 3 4 t(s) 5
b) s= -1+ s=-14
0.35 0.6
)((‘L)Ol3 X(gs
0.25 -
02 0.4
0.15 0.3
B 0.2
0.05
0 0.1
-0.05 0
0 2 6 ts) 8 0 1 2 3 4 ys) 5

c) s= -1 (raiz doble)
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0.4 1
X(t) x(t)
0.35
0.8
0.3
0.25 06
0.2
0.15 0
0.1
0.2
0.05
0 0
0 1 2 3 4 ys) 5 0 5 10 t(s) 15
d)s=0 s=1
12
10
150 12X
x(t) x(t)
10
100 s
6
50 4
2
0 0
0 1 2 3 4 t(s) 5 0 5 10 15 20 25 () 30
e) s= 14j s= 14
70 50
X(t) X(t)
60
40
50
40 el
30
20
20
10 10
0
0
-10
-20 -10
0 1 2 3 4 s 5 0 1 2 3 4 t(s) 5

150

f) s= 0 (raiz doble)




g) s= 1 (raiz doble)

h)s=0

i) s= - S=j
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49.- Con base en el sistema de la figura 7.1, determiomwvalores de Ky
k de modo que el sistema tenga una razén de araartiggntoé=0.7 y una
frecuencia natural no amortiguada,w4 rad/s.

R(s) < ) K C(s:
—’ L4
+ s(s+2)

figura 7.1

1+ks

Solucién

La funcién de transferencia del sistema de la figiirl es:

K

C(s) §(s+2) K ~ K

R(S)_1+ K@A+ks) ~ g(s+2)+ K1+ k§ s+ Kk+ 2+ K
s+2)

Si esta funcion de transferencia la comparamoslaate un sistema de
segundo orden, normalizada en la forma

C(s _ o’ 16 K

n

RS €+28w st &+56 $16 si+(Kk+ 3s+ K

obtenemos que:
K=16 y k=0.225
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50.- Considerar el sistema de la figura 7.2. Comprobae da funcioén de
transferencia Y(s)/X(s) tiene un cero en el semiplderecho del plano s.
Hallar y(t) cuando x(t) es un escalén unitario. Regentar y(t) en funcion
det.

\4
(o]

S+z +
X(s) Y(s)

v

s+1

figura 7.2

Solucion

La funcién de transferencia viene dada por

Y(9_ 6 4 _6s+6-4s-8_ 2s-])
X(s) s+t2 s+l  S+3s+2  $P+3s+2

que tiene un cero en s=1y dos polos, uno en s®ottoyen s=-2.

Si la entrada es la funcion escalon unitario, sansformada de
Laplace es X(s)=1/s, por lo que la transformada.dplace de la salida la
podemos poner como

2(s-1
Y =
(9 (s°+3s+2)s
gue descompuesta en fracciones simples toma laform
A B C
V(9= 1ot

s+1 s+2 s

donde A, B y C son los residuos correspondientasda uno de los polos y
su valor lo podemos obtener de la siguiente forma:
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A As= (s ])J 4

(P +3s+2)

_As-D(s+2  __
B= (sz+35+2)J&2_ 3

~ 2(s—1)sl 4
(S +3s+2)s,

con lo que Y(s) la podemos expresar como:

y su transformada inversa de Laplace nos propoiensalida del sistema
ante entrada escalon que viene dada por la expnesio

y(t)=4et -362 -1

cuya representacion grafica se muestra en la figa

y(®)
0.4

0.2f,

ot

-0.21

-0.47

-0.67

-0.87

1 2 ! 6 ts) 8
figura 7.3
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51.- Un termOmetro requiere un minuto para indicar el%®8de la

respuesta a una entrada escalén. Suponiendo quereldmetro es un
sistema de primer orden, hallar la constante dmpe. Si el termdmetro se
coloca en un bafio cuya temperatura varia linealmeatun ritmo de

10°min, ¢cuanto error marca el termémetro?.

Solucion
Como sabemos que es un sistema de primer ordefunsion de
transferencia sera de la forma:
C(s) 1
R(9 Tstl
donde T es la constante de tiempo del sistema.
La respuesta ante una entrada escalon toma la forma
c(t)=1- e/
que al cabo de un minuto vale 0.98, por lo que

c(60)=1-e T = 098 —  T=1534= 026ninutos

Si la temperatura es la sefial de entrada, y sabeous varia
linealmente 10°/min, podemos afirmar que tien@tend u(t)=10t (t medido
en minutos), por lo que la transformada de Lapldeda salida la podemos
poner como:

10 10 _10_26__ 26
T (Ts+1)$ (026s+)8& & s 8385

cuya transformada inversa de Laplace nos proporzida salida del
termdmetro colocado en el bafio y que viene daddapexpresion:

C(9)

o(t) =10t - 26+ 2602

Por ello, el error entre la temperatura del bafiolay que marca el
termdémetro tiene la forma:
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()=o) - u( Y :‘—2.6+ 2 66026

Segun esto, tenemos que:
e(0)=0°

€(«)=2.6°
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52.- Obtener la respuesta de un sistema con retroaliawédm unitaria
ante una entrada escalén unitario, siendo la funcde transferencia de
lazo abierto del sistema:

G(9)=

4
S(s+5)

Solucién

La funcion de transferencia viene dada por:

4
C(s) _ 9(s+5) _ 4
R(s)_1+ 4 S +5s+4
S(s+5)

Si la entrada es el escalon unitario, su transfodaale Laplace es
R(s)=1/s, por lo que la transformada de Laplacelalesalida la podemos
poner como:

4

(s = (S° +5s+4) s

que tiene tres polos, uno en s=0, otro en s=-1§teého en s=-4, por lo que
la descomposicion en fracciones simples toma kador

donde A, B y C son los residuos correspondientasda uno de los polos y
su valor lo podemos obtener de la siguiente forma:

_ 4(s+1)l _ 4
(S +5s+4)s_, 3
_ 4<s+4)l !
S (S+5s+4)s_, 3
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4s
C=—p—— =1
(sz+53+4)l

s=0
con lo que Y(s) la podemos expresar como:
4 1 1

+ +
s+l 3Jst+t4) s

y su transformada inversa de Laplace nos proporilansalida del sistema
ante entrada escalon que viene dada por la expnesid

C(9)=-

4 1
ct)=-—e'+=e* +1

cuya representacion grafica se muestra en la figura

c(t) 1

0.8

0.6

0.4

0.2}

0 1 2 3 4 ys) 5

figura 7.4

que se corresponde con la respuesta de un sistetr@anortiguado ya
que el factor de amortiguamiento es mayor que uno.
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53.- Considerar el sistema de la figura 7.5. Determieavalor de K de
modo que la relacion de amortiguamierfsea 0.5. Obtener el tiempo de
crecimiento, el tiempo de pico, el sobreimpulso imaxy el tiempo de
establecimiento para la respuesta ante una entestzalon unitario.

R(s) < ) 16 C(s.
—’ L4
+ s(s+0.8)

figura 7.5

1+Ks

Solucién

La funcién de transferencia del sistema de la figui5 es:

16

C(s) . 9s+08) _ 16 B 16

R(9 _1+16(1+ Ks) ~ g(s+08)+1q1+ K§ &+ €6 k-08+ 16
S(s+0.8)

Si esta funcion de transferencia la comparamoslaate un sistema de
segundo orden, normalizada en la forma:

C(s _ o’ 16

n

RS €+28w st &+ @6 K Q9+ 16

obtenemos que:

an=4rad/s

K=0.2

guedando la funcién de transferencia como:
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C(s) _ 16
R(9 $+4s+16

por lo que el tiempo de respuesta o tiempo queatéacsenal de salida en
alcanzar por primera vez el valor de estabilizagisera:

& 346
= arctgg—a‘; m-arctg,

t = = =0.6s
w, 346

donde:
W, = W \1- &

es la frecuencia natural amortiguada.

El tiempo que tarda la respuesta del sistema earalar el primer
valor maximo es lo que se conoce como el tiempguadey viene dado por
la expresion:

n
t,=—=091s
Wy
El sobreimpulso maximo es el valor de la salidaygoor lo que viene
dado por la expresion:

—_ — =iz p
M, = C(t,) =1- € “**(cosa, t F116

$
- serw, t
p > d™p
Vy1-¢
El valor del sobreimpulso maximo se suele expresaanto por ciento

referido al valor de estabilizacion ante entradaaén, que en este caso,
sera:

S%M=16%

Por ultimo, el tiempo de establecimiento es aquel mecesita la sefal
de salida para alcanzar y mantenerse en un rangedaldor del valor final.
Este rango puede ser del 2% o del 5%.

Con el criterio del 2% el tiempo de establecimieglttanza el valor de:
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4 4
T == 2s
o ‘¢w,
y con el criterio del 5% el valor sera:
3 3
t,=—=—-—=15s
* o {w,
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54.- Considerar la respuesta al escalén unitario de ustesna de
retroalimentacion unitaria cuya funcion de trangfecia de lazo abierto es:
1
S(s+1)

Obtener el tiempo de crecimiento, el tiempo de piebsobreimpulso
maximo y el tiempo de establecimiento.

G(s) =

Solucién

La funcion de transferencia de lazo cerrado es:

1

Cle)__s(st) _ 1

R(s)'1+ 1 7~ +s+l
S(s+1)

Si esta funcion de transferencia la comparamoslaate un sistema de
segundo orden, normalizada en la forma:

C(s) _ Koy
R(9 s +2fw st

obtenemos que la frecuencia natural no amortiguadh, factor de
amortiguamiento y la ganancia estética son, respaotente:

wr=1 rad/s. &=12 K=1
La frecuencia natural amortiguada viene dada poegresion:

Wy = W1-& = %

Para calcular el tiempo de crecimiento, debemosocen cuando la
respuesta ante una entrada escalon unidad tomaatdr wnidad por
primera vez, y esto ocurre cuando:
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coswyt = - < serw,t
1- &7
por lo que el tiempo de respuesta sera:
- arctgﬂ
)
ke TR
wd

El tiempo que tarda la respuesta del sistema earalar el primer
valor maximo es lo que se conoce como el tiempguadey viene dado por
la expresion:

n
t,=— =363
wd

El sobreimpulso maximo es el valor de la salidgiempo de pico por
lo que viene dado por la expresion:

$
b —W senw,t, F116
El valor del sobreimpulso maximo se suele expresaanto por ciento

referido al valor de estabilizacion ante entradaaén, que en este caso
sera:

—_ — _gwntp
M, =C(t,)=1-e" """ (coswyt

S%M=16%

Por ultimo, el tiempo de establecimiento es aquel mecesita la sefal
de salida para alcanzar y mantenerse en un rangadaidor del valor final.
Este rango puede ser del 2% o del 5% de dicho valor

Con el criterio del 2% el tiempo de establecimiestanza el valor de:

4 4

t =—=——=8s
P o (o,
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55.- Considerar el sistema de lazo cerrado dado por:

a9z

s + 28w, s+ W’

Determinar los valores d€'y a», de modo que el sistema responda a
una entrada escaldén con aproximadamente el 5% dbremnpulso y un
tiempo de establecimiento de 2 segundos. ( Utilizaeriterio del 2%).

Solucion

El sobreimpulso méaximo porcentual para una entradealdén unitario

viene dado por la expresion:
&

S )
M, =100 "¢ o= 5%

Si calculamos el logaritmo neperiano en ambos miemide la
ecuacion tenemos que:

=ln—=
100

-3 = §=069

Como tenemos un factor de amortiguamieét®.69, el sistema es
subamortiguado y con el criterio del 2% el tiemgoedtablecimiento queda
como:

4

t.=——=2s
s Q(a)n

de donde obtenemos que la frecuencia natural natagnada vale:

4
w,=—=28%ad /s
gt

165



Automatica: problemas resueltos

56.- La planta de primer orden de la figura 7.6 tienepm respuesta al
escalon unidad, la sefial representada en la figdréa. Encontrar los

parametros de la funcion de transferencia. La paes conectada a un
sistema de bucle cerrado como muestra la figura DiBujar la respuesta
del sistema de lazo cerrado ante el escalon unidad.

R(s) K Cs
, >
Ts+1
figura 7.6

c(t)
2.5

R(s) ( ) K C(s:
—’ L4
+ Ts+1

figura 7.8
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Solucién

La transformada de Laplace de la sefial de salidaapuna entrada
escalon, viene dada por la expresion:

K

K T A B
= = - +_
CO=Ts+1s

(s+i)s_ (s+7) S

donde Ay B son los residuos de cada uno de l@sposu valor viene dado
como:

K

1 K
7(S+7) -
1 s
(S+?)S 1 1
=
K| K
B= T :l =K
(s+1)s 1
T s=0 T s0
con lo que C(s) toma la forma:
K K
C(9)=- +;
S+—
(s+7)

cuya transformada inversa de Laplace se correspaatela respuesta del
sistema ante una entrada escaldn unidad y tiererfaa:

t
c(t)=—-KeT + K

Si calculamos el valor de estabilizacién y lo compaos con los datos
de la figura 7.7, obtenemos que:
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t
!imc(t)=3=tlim(—KeT + K)= K

Por otro lado, en la figura 7.7 observamos que 2133 por lo que
con la expresion analitica de c(t) podemos obt@née la siguiente forma:

1
o) =-3 T +3= 243 -  T=06&

Por tanto, la respuesta ante una entrada escaldyaagrafica es la
mostrada en la figura 7.7 tiene la forma:

.
c(t)=-3e %6 +3

Si el sistema es el mostrado en la figura 7.8, l&va funcion de
transferencia es:

3

C(9_ o06s+1 .3 _ 3

R(9 ;, 15 ~06s+1+15 06s+25
06s+1

que con una entrada escalén, se puede descomporfesiceiones simples
de la siguiente forma:

3 5 A B
C(S) = E

= = +
(0.6s+295s (st417)s s+ 417

donde:

_Y(s+417)

= =-12
(s+417)s

s=-4.17

5s

B=———] =12
(s+417)s

s=0

con lo que la transformada de Laplace de la salaf@#e una entrada
escalon queda como:

168



12 +J__2
s+417 <

y su transformada inversa de Laplace nos permitersdy la salida del
sistemas ante una entrada escalon que viene dada papresion:

c(t) =-12e**" +12

C(s) =-

y su representacion grafica es la mostrada endar 7.9.

1.2
c(®)
1
0.8
0.6

0.4

0.2

0 0.5 1 t(s) 15

figura 7.9
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57.- La figura 7.10 muestra el sistema de control deyrasde un satélite.
Escribir la funcion de transferencia para el sistente control de postura.

El sistema es predispuesto para asumir una postierd 0° @(t)=10u(t)).
Después de la respuesta transitoria, ¢cuél es guindel satélite &41t)]7.
Encontrar el valor de Kpara que el tiempo de respuesta ante una entrada
escalon sea minimo.

. Satelite
K T ve [T vs 2

v

figura 7.10

Solucion

Si reducimos este diagrama de bloques obtenemaadetrados desde
la figura 7.11 a la figura 7.13.

v

1/s

figura 7.11
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er K 9 -
+ s+KK, L/ g
figura 7.12
er K 9
s(s+KK)+K
figura 7.13

Por tanto, la funcion de transferencia del sistesheacontrol de postura
es:

6 K

g " F+KK s+ K

r

Si la entrada e€}(t)=10u(t), su transformada de Laplace 8¢)=10/s
y la transformada de Laplace de la salida quedaa@om

10K
[/ =
(s) S+ KK, s+ K
gue descompuesta en fracciones simples toma lasfor
10K A B C
d(s) = + +—

&+ KK, st K)=s+q s+s S

donde:

~ KK, +/(KK,)? - 4K

%.,2 = 2
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_ 10Kks | _
_S(§+ KK/8+ |Q|S:O_1O

por lo que si calculamos la transformada inversa ldgplace de &45s)
obtenemos:

C

6(t) = Ae ' + Be*'+10
cuyo limite cuando el tiempo se hace muy granda &imalor:
a.4(t) = !im 4(t) =10

Para encontrar el valor de Kpara que el tiempo de respuesta ante una
entrada escalon sea minimo, debemos comparar Adarde transferencia
del sistema con la de un sistema de segundo ordgo €actor de
amortiguamiento sea la unidad, es decir:

6(s) K o’

n

6(s) S+KK st K E+2%w st

de donde:

K=’ 2VK
= K, ==
KK, =2éw, = 2w, K
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58.- Dado el sistema de la figura 7.14, si r(t)=5u(thcentrar el valor de
estado estacionario de c(t). ¢Esperas que la restpuéransitoria sea
oscilatoria?. Justifica la respuesta.

R(s) 600 C(s)
—y —
(s+20)(4+8s+20)

figura 7.14

Solucién

Para obtener el valor de estado estacionario d¢ géra una entrada
r(t)=5u(t), debemos obtener la transformada invesa Laplace de C(s)
cuando R(s)=5/s, es decir:

_ 3000
T (s+20)($+8s+20 s

cuya descomposicion en fracciones parciales es:
3000 A B C D

T (s+20)(S+85F 20 s+ 20 (s+ & 2) (st & 2 s

C(9)

C(s)
donde A, B, C y D son los residuos correspondieateada uno de los

polos de C(s) y podemos obtenerlos como:

_300Qs+20) | _ 06
(s+20)(s* +8s+20)s|_,,

D= 30005 |
T (s+20)($+8s+20 %,

75

§,=—4x2]

La respuesta tendra por tanto la forma:
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c(t) =066 + €*(I', cos2t-T, sert ¥ 75
Segun esto, la salida en estado estacionario \dlewka por:

lime(t) = 06e* + €*(I', cos2t-T, ser2t ¥ 75= 75

Es evidente que la respuesta oscila ya que pose@alos complejos
conjugados en su funcién de transferencia.
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Tema 8 :

Precision
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59.- Dado el sistema realimentado de la figura 8.1, omatlo por un
regulador proporcional, calcular el rango de valsrde K para los que es
estable y la diferencia en régimen permanente datreferencia R(s) y la
salida C(s) ante una entrada escalén unitario esan® igual al 3% de la
sefal de referencia.

R(s! 5 C(st ,
* (s-2)(s+3

T_

1.2

figura 8.1

Solucién

Para analizar la estabilidad del sistema, aplicaasmel criterio de
Routh por lo que comenzaremos calculando la fund®ransferencia de
lazo cerrado en la forma:

5K

C(s) . (s—2)(s+3 _ 5K

R(9 5K - 2+ s+(6K-6)
M s+ 32

La matriz de Routh calculada a partir de la ecuacgaracteristica del
sistema es:

s 1 6K- 6
1
s’ 6K-6
Para que el sistema sea estable, los elementoa darhera columna
deben ser positivos, es decir:

{6K-6>0 =>K>1
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Por tanto, el sistema es estable pdfa>1.

Para obtener los valores de K para que la diferanen régimen
permanente entre la referencia y la salida ante enmada escalon unitario
sea menor o igual al 3% de la sefal de referend&nemos de calcular el
siguiente limite:

!im(r(t) -c(t)) <0.03%
Aplicamos el teorema del valor final, y tenemos que

5K
s’ + s+(6K-6)

lim(r (t) ~c(0) = im(R(9 - Q 3) & S{igE R)- R(s)) s

Si la entrada es el escal6n unidad, tenemos queR§sy la expresion
queda como:

. 5K _ 32+s+(6K—6)—5Kj K-6
lim| 1- =1 = <003
S'ETJ( s+ s+(6K- 6)) slm( s’ + s+(6 K- 6) 6K -6

Como para que el sistema sea estable sabemos baedmplir que:
{6K —-6>0
podemos afirmar que:
K -6 <018 - 018

en donde podemos tener dos casos.
Casol- Si

1<K <6
entonces:
6- K <018K -018
de donde obtenemos que:
523<K <6
Caso2- Si
K>6
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entonces:
K-6<018K -018
de donde obtenemos que:
6<K<71

Por tanto, el rango de valores que cumplen laseipecificaciones del
enunciado es:

523<K <71
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60.- Sea el sistema cuya funcion de transferencia endamado es:

C(s) _ 5- 3
R(9 s +358+2s+5

Determinar el error en régimen permanente que hayre la entrada
y la salida cuando la entrada es un escalén unitariina rampa unitaria
0 una parabola unitaria. Suponer H(s)=2.

R(s) C(s'
o G(s] >

figura 8.2

Solucion

La figura 8.2 muestra el diagrama de bloques de sistema
realimentado, de donde podemos obtener la expre@berror en régimen
permanente entre la entrada y la salida como:

£ =lime(t) = !im[r(t) - 2¢(t)] = lim qR(s) -2C(s)] =

- 'JE“O{R(S) e R(s)} ]

s®+3s? +2s+5

3 2 2 _
:"r%sR(S)[s +3s2 +25+5+6s 10}:

s*+3s? +2s+5

3 1 0c? 4+ 9a—
:Iirr(m)sR(s)[S 9s? +2s 5}

s*+3s°+2s+5

Si la entrada es el escalon unitario, R(s)=1/s yeglor en régimen
permanente entre la entrada y la salida queda como:
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& =lim =
1 s-0

s®+9s? +2s-5
s®+3s* +2s+5

Si la entrada es la rampa unitaria, R(s)=1§sel error queda como:

1{33 +9s? +25—5}

& =lim=|— 5
s-05| 7 +3s“ +25+5

Por dltimo, si la entrada es una parabola unitarR(s)=1/$ y dicho
error queda como:

1 [53 +9s? +2$—5}

&, =lim=
 s.0g?| s?+3s?+2s+5
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61.- Dado el sistema realimentado de la figura 8.3, omatdo por un
regulador proporcional, calcular el rango de valsrée K para los que el
sistema es estable y el error en régimen permararteentrada escalon es
menor o igual al 5% de la referencia. Obtener tagnbipara cualquier
valor de K, la diferencia en régimen permanenteesid referencia y la
salida ante una entrada escalon unitario.

R(s 10 C(s! ,
+ s(s+3

1.1
0.1s+:

figura 8.3

Solucién

Para analizar la estabilidad del sistema, aplicaasmel criterio de
Routh por lo que comenzaremos calculando la fund®ransferencia de
lazo cerrado en la forma:

10K
C(s) _ s+ 3) _ 10K(Qk+ )
R(S '1+ 10K 11 =~ 01s*+ 135 + 3s+ 11K
§(s+3) 01lst 1

La matriz de Routh calculada a partir de la ecuac@aracteristica del
sistema es:

s 01 3
s? 13 11K
., 39-11K
S N
13
s? 11K

Para que el sistema sea estable, los elementoa gdarhera columna
deben ser positivos, es decir
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39- 1K > K<354 .o,
11K>0 [ K>0 [~

Por tanto, el sistema es estable para
0<K <354

Por otra parte, ante entrada escalon unitario, pger el sistema a
controlar de tipo uno, el error en régimen permaeem®s nulo para
cualquier valor de K que haga estable el sistermadé&initiva, el intervalo
de valores:

0<K <354

cumple las dos condiciones: que el sistema sedlesyaque el error en
régimen permanente ante entrada escalon sea menguab al 5% de la
referencia.

Para obtener, para cualquier valor de K, la difecen en régimen
permanente entre la referencia y la salida ante enada escalon unitario
debemos de calcular el siguiente limite:

lim(r(t) - c(t))
Aplicamos el teorema del valor final, y tenemos que
lim(r (t) —c(t)) = lim(R(9 - q §) &

10K (Q3s+ 9 )
R S
01s® + 138 + 3st+ 11K (9

= Iirro( R(9 -
Si la entrada es el escaldn unidad R(s)=1/s ypeaesion queda como

. . 10K (0.1s+1) j
lim(r(t) —c(t)) =lim| 1- =
m( ) =c®) SAO( 0.1s® +1.3s? +3s+11K

_ ”m( 01s® +1.3s? +3s+11K —10K (o.1s+1)j _1

01s® +1.3s* +3s+11K 11

s-0

Que sera valido so6lo para aquellos valores para dp® exista este
limite.
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62.- Dado el sistema realimentado de la figura 8.4, isep

a) Calcular el rango de valores de K para los quasistema es estable.

b) Obtener los valores de K que hacen que el ereor régimen
permanente ante una entrada escaldn unitario destema anterior sea
menor o igual al 5%.

c) Dibujar de forma aproximada la respuesta delteima ante una
entrada escaldn unitario, suponiendo K=20. Indicat valor aproximado
de los distintos parametros de la curva obtenida.

R(s) E(S 1 C(s),
+ I P25

2

figura 8.4

Solucion

a) Para analizar la estabilidad del sistema, aptieaos el criterio de
Routh por lo que comenzaremos calculando la fund@éransferencia de
lazo cerrado en la forma:

K
Cl9_ +2s-1 _ K
R(9 14 2K s +2s+2K-1
2
s +2s-1

La matriz de Routh calculada a partir de la ecuacg@aracteristica del
sistema es:

s? 1 2K-1
s 2
s 2K-1

Para que el sistema sea estable, los elementoa gdarhera columna
deben ser positivos, es decir:
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K>%

b) Por otra parte, el error en régimen permanen& miede poner
como:

&, = lime( 9

too

Si aplicamos el teorema del valor final tenemos que

&= ime 9= limsg $=lim— ;{Ks)sH( 9

y si la entrada es el escalén unitario, R(s)=1Ila gxpresién queda como

e —lm—t  —fm— L _jm Sttt 1
®Ts0l+G(9H( o, 2K T o +2s-1+2K 1-2K
s®+2s-1

Los valores de K para los que el sistema es esthblen que el error
en estado estacionario ante entrada escalon seativeg por lo que para
obtener los valores de K que hacen que dicho esearmenor o igual al 5%
debemos resolver la inecuacion:

{2K—1< o.05}:>{|< > 105

c) Para obtener la respuesta ante entrada escaldando K=20,
debemos obtener la transformada inversa de Lapiace
20 A B C

C(9 = =D _A, +
(9 (2 +25+39s s s+1+ 61 s+t 6]

R(9

s +2s+39
gue viene expresada como:
c(t) =051- €'(Q51cos 6.1+ Q083en 6t1)

La representacion gréfica de la salida c(t) la rmastos en la figura
8.5.
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figura 8.5
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Tema 9 :

Criterio de
estabilidad de
Routh
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63.- Considerar el sistema de control con realimentacigiitaria y la
siguiente funcion de transferencia de lazo abierto:

10

C9= (s iz 3

¢ Es estable este sistema?

Solucion

La funcién de transferencia de lazo cerrado pane esstema es:

10
Cle) __ G __s(s=1(2s+3) _ 10
RS 1+G(OH(S) 14— 10 s(s-1)(2s+4)+10

s(s-1)(2s+3)

C(s) _ 10

RS 28+ -3s+10
Por tanto, su ecuacion caracteristica sera:

f (s) = 25°+s* —3s+10=0

y la matriz de coeficientes de Routh es:

s 2 -3
s 1 10
st 23
s® 10

En la primera columna se producen dos cambios gieosipor lo que
podemos asegurar que el sistema realimentado esaiple y tiene dos
polos en el semiplano derecho del plano
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64.- Sea el sistema de ecuacion caracteristica
s+s?+as-b=0
Calcular los valores de a 'y b que hacen establsigiema.
Solucion

La matriz de coeficientes de Routh para esta eéuacaracteristica
viene dada por:

s 1 a
s> 1 -b
s a+b

s -b

Cuando todos los elementos de la primera columraa gEsitivos,
podemos asegurar que el sistema, es estable. Ryprdelbe de cumplirse
que

a+b>0 a>-b
b>0 [~ b<0
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65.- Aplicar el criterio de estabilidad de Routh a lagsiente ecuacion
caracteristica:

s+ +ke?+s+1=0
Solucién

La matriz de coeficientes de Routh para la ecuadiaracteristica
viene dada por:

S

S 1 k 1
s 1 1 0
s2 k-1 1
o k2

k-1
s 1

Para asegurarnos que el sistema es estable debewigs que los
elementos de la primera columna sean mayores que ¢®or tanto,

tenemos que:
k-1>0 k>1
k-2
_1>0}:k>2}:>k>2

Kk
y podemos asegurar que el sistema es estable paragadlores de K tales
que:

k>2

189



Automatica: problemas resueltos

66.- Estudiar la estabilidad del sistema cuya ecuaci@racteristica es:

§*+3°+3s?+3s+2=0

Solucién

La matriz de coeficientes de Routh viene dada por:

1 3 2
3 0
2
0

0, 0

0n. 0
o N W

0

(7))

Todos los términos de la line&son cero, por lo que debemos formar
el polinomio auxiliar con los coeficientes de laga . Dicho polinomio es:

P(9=25+2
La derivada de P(s) respecto sles:
dP(s)
ds
y sustituimos los términos de la filamor los coeficientes de esta derivada
y la matriz de coeficientes de Routh queda como:
1 3 2
330
2 2
4 0
° 2

= 4s

0,

ml\)

0.

0

Vemos que en la primera columna del nuevo conjoatbay cambios
de signo. Por tanto, la ecuacion original no tiersdces con parte real
positiva y podemos afirmar que el sistema es establ
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67.- Razonar si existe en el semiplano derecho algufiada la ecuacion
1+G(s)=0 donde G(s) viene dada por:

_ 10
~ g(01s+1)(Q5s+ I( s+ )

G(9)

Solucién

La ecuacion 1+G(s)=0 se corresponde con la ecuacaracteristica
de un sistema con realimentacion unitaria y funcd® transferencia de
lazo abierto G(s) y la expresamos como:

1+ 10 _ 9(01s+D(Q5s+ Y( s+ )+ 10
S(01s+ 1)(Q5s+ I( s+ ) S(01s+ )(Q5s+ I( s+ )

es decir:

005s* +065s® +16s*+s+10=0

La matriz de coeficientes de Routh para esta ebéuacaracteristica
viene dada por:

s 005 16 10
$ 065 1

s 152 10

s -327

s 10

Para asegurar la estabilidad del sistema es nedesgue todos los
elementos de la primera columna sean positivos. dCam sucede asi y
ademas se producen dos cambios de signo en dithmeros, podemos
asegurar que la ecuacion de partida tiene dos maiea el semiplano
derecho que hacen que el sistema con dicha ecuaeitacteristica sea
inestable y tiene dos polos en el semiplano derdehplanos.
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68.- Obtener para qué intervalos de la constante ajustdf, todas las
raices de los siguientes polinomios estan en elipt@no izquierdo del
plano complejo.

a) 28° +(6— 2K) S +(4+ 3K) s+ 10= D( $
b) s*+S+3s+2s 4+ K= D( }

Solucion

a) Consideraremos el polinomio;8) como la ecuacion caracteristica
de un sistema al que le queremos analizar su distathi Para ello,
calcularemos la matriz de coeficientes de Routhacsigue:

s’ 2 4+ 3K
s° 6-2K 10
o (6-2K)(4+X)- 20

6—-2K
s° 10

Los elementos de la primera columna deben de sstiyms para que
todas las raices del polinomio;(8) tengan parte real negativa, por lo que
debe de cumplirse que:

6-2K>0 K<3
{(6— 2K)(4+ K) - 20> (}3 {K D[—o.27,2]}3 K0ofo?)

donde hemos tenido en cuenta que K debe ser mositiv
b) Para el polinomio EXs) procederemos de igual forma que en el caso
anterior, calculando la matriz de coeficientes dmif como sigue:

s' 1 3 4+K
s 1 2

s 1 4+ K

s —-(2+K)

s  K+4
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Los elementos de la primera columna deben de sd&tiys para que
todas las raices del polinomio,(8) tengan parte real negativa, por lo que
debe de cumplirse que:

-(2+K)>0 K<-2
K+4>0 [ |K>-4
Si tenemos en cuenta que K debe ser positivo,nlega la conclusiéon

de que para cualquier valor de K siempre hay alguai@ del polinomio
Dy(s) en el semiplano derecho del plao
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69.- Calcular la relaciébn que debe existir entre el wvalmaximo de la
ganancia Ay k para que sea estable el sistemacoacion caracteristica:

KT’S+(1+ RT°S+ T A D)s

Solucién

La matriz de coeficientes de Routh viene dada por:

s kT® T

s (A+KT A

g (1+k-kAT
(1+k)

g A

Si suponemos que k, T y A son positivos, la ex@gelecque todos los
elementos de la primera columna sean positivos pam el sistema sea
estable, se reduce a obligar a que:

1+k-kA >0
es decir, que:
1+k
> A
k
El valor maximo de la ganancia A para que el sista®a estable es:

1+k

A=——

k
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70.- Determinar el rango de valores de K para que sdalbds el sistema
de control con realimentacion unitaria cuya funcide transferencia de
lazo abierto es:

_ K
C(9= s (s 2

Solucién

La ecuacion 1+G(s)=0 se corresponde con la ecuacaracteristica
de un sistema con realimentacion unitaria y cuyecion de transferencia
de lazo abierto es G(s) y se puede expresar como

_S(s+)(st )+ K_

1+G(s) =1+ =
= (v~ (s+1)(s+2)
es decir:
S(s+D(st2+ K=0 = §+38+23 K
La matriz de Routh para esta ecuacion viene dada po
s 1 2
s 6 3K K
g 2
3

¢ K

Para asegurar la estabilidad del sistema es nedesque todos los
elementos de la primera columna sean positivodgque:
6-K
3 00 = o0<k<6
K>0

Para este rango de valores de K podemos asegurarefsistema es
estable y no posee ningun polo a la derecha deheginario del plancs.
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71.- Determinar el intervalo de valores de K para loseges estable el
sistema de realimentacion unitaria y funcion dengferencia de lazo
abierto

) K
=+ )(s (5 5+ §

Solucién

La funcion de transferencia de lazo cerrado es:

_ G(s) _ K
FO =i o9 " s+8g+178+(10r R & K

Por tanto, su ecuacidn caracteristica sera:
EC(9= ¢+8&+178+(10+ K$ KO

La matriz de coeficientes de Routh viene dada por:

s* 1 17 K
s 8 10+ K
& 1260- K? +52K
126-K
s? K

Para asegurarnos que el sistema es estable debewigs que los
elementos de la primera columna sean mayores qoeeer tanto:

126-K >0 K <126
=
1260-K? +52K >0 -18<K <70

Por tanto, si suponemos que K>0, el sistema eblestaiando:
0<K<70
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72.- Determinar, aplicando el criterio de Routh, paraequalores de Ky
K el sistema mostrado en la figura 9.1 es estapleeria estable para
Ki=17?, ¢y para K=-1?, ¢y para 3, con K=-0.5?.

R(s)
(s KH(Kofs)—s — 1 o
+ (s+1)(s+2)

T'

v,

figura 9.1

Solucién

La funcion de transferencia de lazo cerrado delesim representado
por el diagrama de bloques de la figura 9.1 es:
.
C(s) _ (st(st2)” _ Ks+ K
R(9 K 1 $+38+(2+ K)s+ K

1+(K +§)(7(S+1)( o 2))

(K+12)

La matriz de coeficientes de Routh correspondieatda ecuacion
caracteristica:

S+38+(2+ K)st K=0

es:
s’ 1 2+ K
s 3 K,
6+ 3K -K
g 2T TRy
3
g’ K,

Para que el sistema sea estable deben de serymsslos elementos de
la primera columna, por lo que debe cumplirse que:
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K,>0
6+3K-K, >0
Los valores de Ky K para los que el sistema es estable son:
K,>0

K
K>—1-2
3

El sistema seré& estable paral siempre que K>-(5/3).
Para que sea estable cuando K=-1 debe de cumplinse
K,>0
_1>%_2:(0< Kl <3)

Si Ki=3 y K=-0.5, el sistema si es estable ya que septmnlas
condiciones:
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73.- Hemos diseiiado un sistema de control del niveladel para una

piscina rectangular de 8 por 5 metros, que estastdmada por una fuente
natural. Las pérdidas de agua en la piscina sonidbeba diferentes causas,
todas ellas despreciables excepto la ocasionada ypordesagiie cuya
valvula de salida es controlada por un reguladorrdeel, cuya funciéon de
transferencia es de primer orden con un polo earglen, un cero en -1y
una constante de proporcionalidad K. Este reguladsractivado por una
sefal de error debida a la diferencia entre la edtue referencia (que es
fija) y la salida de un sensor de nivel o célulaptesion diferencial cuya
respuesta temporal ante entrada escalon tiene tendomostrada en la
figura 9.2.

El comportamiento de la valvula de salida del agamate una entrada
escalon, es la mostrada en la figura 9.3.

Obtener:

a.- Las ecuaciones que modelan cada elemento déésia.

b.- Las funciones de transferencia asociadas a cadsa de estas
ecuaciones.

c.- Diagrama de bloques del sistema, donde se afesela
correspondencia entre blogues y elementos fisicos.

d.- Funcién de transferencia que relaciona la prafdidad del agua
en la piscina y el caudal de la fuente, suponiendoe el nivel de
referencia es constante.

e.- Andlisis de estabilidad del sistema en funcide la constante de
proporcionalidad K.

f.- Andlisis de estabilidad del sistema, suponierglee el caudal de la
fuente es constante, pero no asi la altura de refeia.

g.- Si suponemos lineales todas las ecuaciones krertdorno de
trabajo, explicar como se comporta el sistema,asialtura de referencia
fijada inicialmente para los nifios, la fijamos paradultos en un metro
por encima de la primera.
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he(1)

20

t(s)

figura 9.2

20

t(s)

figura 9.3

Solucién

a) Las ecuaciones asociadas a cada uno de los btodal sistema son:
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- Sensor de nivel o célula diferencial (Aplicamos Imétodos de
identificacion que utilizamos en el tema de resfauesnporal):

h (t)+05h, (t)+ h () = 3H(Y)

- Regulador de nivel:

o(t) = K(e(t) + & )

- Valvula (Aplicamos los métodos de identificacire utilizamos en el
tema de respuesta temporal):

30, (1) + 4,(H) = 4( )
- Proceso:

a()-q,() = ARY
- Sefal de error:
e(t)=h(t)-hm(t)

b) Las funciones de transferencia asociadas a ecadade los bloques
del sistema son:
- Sensor de nivel o célula diferencial:

Hu(S) _ 3
H(s) &+05st+1

- Regulador de nivel:

(9 _ s+l
E() = s
- Valvula:
Q9 __ 4
C(s) 3st+1
- Proceso:

Q(9-Q(9= AsH
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- Sefal de error:
E(s)= H(9- H.(9)

c) Desde la figura 9.4 a la figura 9.8 mostramos fiagramas de
bloques parciales asociados a cada una de las éones anteriores.

3
Ho(s) LS*0.5s+s+l g

figura 9.4

E(s K(s+1) C(s

S

figura 9.5
C(s 4 O.(s)
—
3s+1
figura 9.6
Qi(s)
+
O.(s) 1 H(s)
_ —_—
40s
figura 9.7
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H.(s) ( )E(ST
+
Hm(s{_

figura 9.8

y al integrarlos todos en un solo diagrama obtenerabmostrado en la
figura 9.9.

Fuentg Oi(s)

+

H«(s) E(s) K(s+1) C(s 4 Q.(s) 1 H(s)
" s 3s+1 C 40s g

H.(s] Regulador Valvula Proceso

Sensor

3
£+0.55+]

figura 9.9

d) Si el nivel de referencia es constante, el diaga de bloques
correspondiente al sistema es el mostrado en tadi§.10.

Qi(s)
+
K(s+1) | C(s 4 Oq(s) 1 H(s)
5 >
S 3s+1 40s
Hm(S)
-3
&+0.55+1
figura 9.10
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Simplificando este diagrama de bloques, obtenemeslay funcién de
transferencia del sistema es:

1

H(s) _ 40s _
Q(s -4 K(s+D 3 1 -

(3s+1) s $+05s+140s

1
__ 40s _
- 12K (s+1) a
 408%(3s+ )( €+ 058+ )
1

_ 40s

T 405%(3s+ (S + 05s )- 12K & L
40s*(3s+ (€ + 058 )
_ §(3s+1)( S +Q5st+ ) _
T 405°(3s+1)(S +Q5s+ )- 12K sk )L
_ 3s' +255+ 355 + s _ H(s)
T 1208° + 1008 + 146 + 4E- 1Ks 1K Q(9
e) Si el caudal de la fuente es constante, peragiola altura de
referencia, el diagrama de bloques correspondieatesistema es el
mostrado en la figura 9.11

H.(s) E(s) K(s+1) C(s! -4 On(s) 1 H(s)
* s 3s+1 40s g
Ha(s]

3
$+0.55+]
figura 9.11
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Simplificando este diagrama de bloques, obtenemeslay funcién de
transferencia del sistema es:

4 K(s+1 1
H(s) _ (83+1) s 40s _
Hf(s)_l— 4  K(s+l) 3 1 -
(3s+1) s ($+05s+1)40s
4K (s+1])
405*(3s+ ) _
12K (s+ ) =
~ 40s2(3s+ (€ + 053+ )
4K (s+1)
40s°(3s+ )

T 405*(3s+ (€ + 058+ )- 12K & L
40s*(3s+1)(S + Q5st+ )

_ 4K(s+1)(S + Q5st+ ) _

T 40s*(3s+ D( S+ 05s )- 12K & 1

_ K(4s® + 65 + 6st 4 _ H(s)

T 1205° + 1008 + 148 + 48— 1XKs 1K H (9)

f) Las dos funciones de transferencia obtenidasoendos apartados
anteriores, tienen la misma ecuacion caracteristpar lo que el analisis
de estabilidad sera similar para ambas. Realizareneste analisis de
estabilidad utilizando el método de Routh.
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s° 120 140 -12K
s’ 100 40 -12K
s® 9200 24K
s? 40-0.026K -12K
g 110496€ - 0.0624K >

40-0.026K
s° -12K

Todos los elementos de la segunda columna de lazraaterior deben
de ser positivos para que el sistema sea estabtdpmue podemos afirmar
gue el sistema no es estable para todos los vatteds positivo.

Como en ambos casos, el sistema es inestableuaoiosl que ante una
entrada escalén de un metro, el sistema va a pioduta salida que
diverge.
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Tema 10 :

Analisis por €l
meétodo del
lugar de las

raices
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74.- Analizar, utilizando el método del lugar de lasces, la estabilidad de
los sistemas con realimentacion unitaria cuyas ifumes de transferencia
en bucle abierto son:

a) G(s) =m

) 6(9= 75377
K
(S H) (42

c) G(9) =
Solucién

a) G(S):m

Para generar el lugar de las raices utilizando Matlmediante la
funciénrlocus es necesario que la ecuacion caracteristica seplaca la
forma general dada como:

Kp(S) _
a9 0

Los pasos pasa obtener con MATLAB el lugar ded&ses asociado a
la ecuacién caracteristica:

1+G(9 H(9 = 1+

K
1+ ) 0
son:
p=[1];
q=[10 1];
rlocus(p,q)

y el resultado lo mostramos en la figura 10.1, dopddemos observar que
para cualquier valor de K, las dos ramas del lugde las raices
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permanecen sobre el eje imaginario. Esto signifjca el sistema de lazo
cerrado siempre esta en el limite de la estabilidattpendientemente de lo

que valga K.
) ‘ :
Im(s)
1.5}
|
0.51
N — T
05
1 :
1.5 T
2 1 0 1 Re(s 2
figura 10.1
K
b) G(s) = (2417

Los pasos para obtener con MATLAB el lugar de &sas asociado a
la ecuacioén caracteristica:

K
Yrygen 0
son:
p=[1];
g=[102010];
rlocus(p,q)

y el resultado lo mostramos en la figura 10.2, dopddemos observar que
para K distinto de cero, hay dos ramas del lugar lde raices en el
semiplano derecho del plars) por lo que el sistema de lazo cerrado es
inestable para cualquier valor de K.
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Im(s)
157

0.5

-0.51

-1.57

-2 -1 0 1 Re(s 2

figura 10.2

Si queremos encontrar el valor de K correspondiente par de raices
complejas, podemos usar la funcidlocfind en la forma rlocfind(p,q)
después de haber usado la funcifwcus. Ejecutando la funciémlocfind
nos permitemarcar con el cursor un punto de la grafica deldugle las
raices obteniendo como resultado el valor del patmK y el de los polos
seleccionados.

Continuando con el caso:

K
G(S=——
( ) S(SZ +1)2
para K= 0.71 la funcion de transferencia de lazorado tiene cinco polos
situados en:

0.43+ 085
s= -0.48
~ 019+ 126
K
C) G(S)_S(§+1)2(§+2)3
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Los pasos para obtener con MATLAB el lugar de &ses asociado a
la ecuacion caracteristica:
K

T T

0

son:

p=[1];
g=conv([1 O0],conv(conv([l O 1],[1 O 1]),conv([1 |0
2],conv([1 0 2],[1 O 2]))));

rlocus(p,q)

y el resultado lo mostramos en la figura 10.3, dopddemos observar que
para K distinto de cero, hay varias ramas del lughr las raices en el
semiplano derecho del plars) por lo que el sistema de lazo cerrado es
inestable para cualquier valor de K.

figura 10.3

Si queremos encontrar los polos de la funcion dadferencia de lazo
cerrado cuando K=5 podemos usar la funci@ots en la forma roots(r)
donde r es el vector con los coeficientes del déamemior de la funcion de
transferencia de lazo cerrado.
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212

a=conv([1 O],conv(conv([1 O 1],[1 O 1]),conv([1
2],conv([1 0 2],[1 0 2]))));
b=[000000000005];
roots(a+b)

S=

0.1024 + 1.6964i

0.1024 - 1.6964i

-0.2907 + 1.5876i

-0.2907 - 1.5876i

0.4324 + 1.37109i

0.4324 - 1.3719i

-0.5014 + 1.0582i

-0.5014 - 1.0582i

0.4492 + 0.6393i

0.4492 - 0.6393i

-0.3837

0



75.- Obtener el lugar de las raices de un sistema calimentacion
unitaria y cuya funcion de transferencia de lazéedb viene dada por:

. S
(s+1)( st 2)

Determinar el valor de la ganancia K para que lalaeién de
amortiguamiento del par de polos complejos conjugadie lazo cerrado
sea 0.5.

G(9 =

Solucién

La funcion de transferencia de lazo abierto delesim es:

G(9) H(9 (s+1)( 2)
Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:
1. Los polos de lazo abierto son (n=3): p1=0; p27pB=-2.
2. No tiene ceros de lazo abierto (m=0).
3. El intervalo (- «,~2]U[-10] del eje real, pertenece al lugar de las
raices.
4. El nimero de asintotas vendra dado por d=n-m=3-0y sus
angulos los determinamos como:

180 ( X + 60"

4932—( :D: -60°
n—-m

180°

y la abscisa de interseccion de las asintotasejesteal como:

m

Zpi_zz _0_1_2_

i=1 i=1
n—-m 3

g, = -1

5. Para determinar los puntos de ruptura, partinies la ecuacion
caracteristica:
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K p—
MY sr(srg 0

de donde obtenemos:
K=-9(s+1)(st+2

derivando K respecto dee igualando a cero tenemos que:

dK
" -(3°+6s+2)=0

cuyas soluciones son:
$=-1.58; $=-0.42

Ambos son candidatos a ser punto de ruptura, pélo s esta en el
lugar de las raices sobre el eje real, por tanttm s lo sera.

6. Para determinar el valor de K para el cual egéu de las raices
cruza el eje imaginario, sustituimos s#jen la ecuacion caracteristica,
obteniéndose que:

ja(ja+)(ja+2)+K =0
Cuyas soluciones son:
s=0 para K=0
S=+/2]j para K=6
S=—/2] para K=6
7. Al no existir polos complejos, no es necesaaltahlos angulos de
partida del lugar de las raices a partir de ellos.

La figura 10.4 muestra el lugar de las raices pataistema de partida.
Del apartado 6 deducimos que el sistema es esgabé intervalo:

K 0[0,6]
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76.- Obtener el lugar de las raices de un sistema calimentacion
unitaria y funcion de transferencia de lazo abiettaa por:

K
(s+ p(<g+20s+10)

G(9 =

con p=5.

¢Para qué valores de K el sistema oscila ante ungragla escalon
unitario?. Analizar la estabilidad del sistema ughndo el método del
lugar de las raices. Calcular para qué valorespleel sistema presenta un
solo punto de ruptura y un polo triple.

Solucién

La funcién de transferencia de lazo abierto detesiga con p=5 es:

K
(s+5)(s + 20s+ 10)

Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:

1. Los polos de lazo abierto son (n=3): p1=-5; p26+j; p3=-10-j.

2. No tiene ceros de lazo abierto (m=0).

3. El intervalo (¢, =5/ del eje real, pertenece al lugar de las raices.

4. El nimero de asintotas vendra dado por d=n-m=3;3sus angulos
los determinamos como:

G(s) H(9 =

18C° ( X + 60"
@=——L——2=-ﬁ@
n—-m
180

y la abscisa de interseccion de las asintotas tepeaeal como:

; _;pi -3 _-5-10-10_ __
7 n-m 3 -

5. Para determinar los puntos de ruptura, partinies la ecuacion
caracteristica:
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K —
I ev5)(g+205r 103 0

de donde obtenemos:
(s+5)(S+20s+10)+ K= 0

derivando K respecto dee igualando a cero tenemos que:
dK
ds

cuyas soluciones son:
S =-6.77 para K = 2029
s, =-9.90 para K,= 496

=—(35° +50s+ 20)= 0

Tanto g como s estan en el intervalo del eje real perteneciehtegar
de las raices, por lo que ambos puntos son de raptu

6. Para determinar el valor de K para el cual ebéu de las raices
cruza el eje imaginario, sustituimos s&¢n la ecuacion caracteristica en la
forma:

(jw)® +25jw)? + 201jw+505+ K =0
Cuyas soluciones son:
s =0 para K=-505
s, =+1418] para K= 4520
s, =-1418] para K= 4520
7. Los angulos de partida desde los polos complgjeaen dados por:
6, =180 -90° -175 = 7869
6,, =180° -270° -185 = 7869
Del apartado 6 deducimos que el sistema es estaibé intervalo:
K 0[0,452Q

y del apartado 5 que el sistema oscila en el iraierv
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K 0[0,4.96 U 20 29]

ya que para estos valores el sistema tiene pologtxos conjugados.
La figura 10.5 muestra el lugar de las raices pataistema de partida
con p=>5.

20
Im(s)
151
101
5t

XX

0

5r

-10¢1
-15¢1

-20 ‘ ‘ :
-15 -10 -5 0 Re(s 5

figura 10.5

Para calcular los valores de p para los que elesisa presenta un solo
punto de ruptura y un polo triple, partimos de taacion caracteristica:
K
1+ =0
(s+ p)($+20s+10)

gue equivale a:
(s+ p)(€ +20s+10)+K=0

Si derivamos K respecto dg e igualamos a cero, obtenemos una
ecuacion cuyas soluciones son los puntos candidases de ruptura:

dK

ds

Esta ecuacion tiene dos soluciones dadas por:

=3¢? + 220+ p)s+ (10 209 = O

218



L 220+ )+ 4 20+ p)> - 12 10+ 20)
- 6
y para que ambas soluciones sean iguales debemuslicgue:

420+ p)® - 17 10% 2@)= O

por lo que tenemos dos valores de p que permiter ten Unico candidato
a punto de ruptura:

p,=1173 §=-106
p, =827 S, =-942

Para p y p los candidatos son respectivameniey s, pero soélo el
segundo es valido, ya que el primero no pertenétgyar de las raices del
eje real por lo que no puede ser punto de ruptura.

Si p=p, el diagrama del lugar de las raices es el mosirad la figura
10.6 y si p=p, el de la figura 10.7.

10
Im(s)

5

-10 ‘
-15 -10

0 Re(s 5

'
(6]

figura 10.6
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220

10
Im(s)

-10
-15

-10

-5

0

Re(s 5

figura 10.7




77.- Obtener de forma detallada el lugar de las raicesuth sistema con
realimentacion unitaria y funcion de transferendialazo abierto dada por:

_ K
T ys+2)($+2s A

G(9)

para a=1.81, a=2 y a=2.21.

En cada caso, ¢para qué valores de K el sistemalaosmte una
entrada escalén?. Analizar la estabilidad del sistey obtener el periodo
de oscilacion del sistema en condicion critica deadilidad.

Solucion

La funcion de transferencia de lazo abierto delesima con a=1.81 es:
K
S(s+2)($+2s+18)

Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:
1. Los polos de lazo abierto son (n=4):

G(s) H(9 =

p1:O; p2:-2; p3:-1+0.9j; p4=-1-0.9j

2. No tiene ceros de lazo abierto (m=0).

3. El intervalo [-2,0] del eje real, pertenece aghar de las raices, ya
que todos sus puntos dejan a la derecha un nunmepari de polos mas
ceros sobre el eje real.

4. El nimero de asintotas vendra dado por d=n-m=4:Gsus angulos
los determinamos comao:

45°
g _180@k+y _|-45
2 n-m 135
-135

La abscisa de interseccion de las asintotas yeelrel la obtenemos
como:
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m

; }“‘E‘ _0-2-1-1

a =_1
n—-m 4

5 Para determinar los puntos de ruptura, partimas ld ecuacion
caracteristica:

K
Y s 2(g+2918) °
de donde obtenemos:
ys+2)($+2s18)+ K= 0
derivando K respecto dee igualando a cero tenemos que:

dK
ds
cuyas soluciones son:
s =-131 para K = Q0819
s, =-1 para K, =081
s, = —-0.69 para K,= Q819

= —(4s®+125 + 11625+ 362= 0

Estos tres valores son puntos de ruptura ya queepecen al intervalo
del eje real contenido en el lugar de las raicegug fue calculado en el
apartado 3.

6. Para determinar el valor de K para el cual ebéu de las raices
cruza el eje imaginario, sustituimos s#¢n la ecuacion caracteristica en la
forma:

jajw+2)(jw)* +2j w+18)+K = 0
Cuyas soluciones son:
s, =0 para K, =0
s, =+095] para K, =443
S, =—095] para K =443
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7. Los angulos de partida del lugar de las raicgsaatir de los polos
complejos, vienen dados por:

g, =-90°
g, =90°
Del apartado 6 deducimos que el sistema es estaibé intervalo:
K 0[0,58]
y del apartado 5 que el sistema no oscila en ervato:
K 0[0.81Q 0819

La figura 10.8 muestra el lugar de las raices pataistema de partida
con a=1.81.

4 2 0 2 Re(s 4

figura 10.8
La funcion de transferencia de lazo abierto delesisma con a=2 es:
K
G(9H(9 =

Ss+2)($+2s 2

Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:
1. Los polos de lazo abierto son (n=4):
pl=0; p2=-2; p3=-1+j; p4=-1+].
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2. No tiene ceros de lazo abierto (m=0).

3. Elintervalo [-2,0] del eje real, pertenece abhkr de las raices.

4. El nimero de asintotas vendra dado por d=4-0Osds angulos los
determinamos como:

45°

gazw: —49 k=0,1,2,...
n-m 135
-13%

y la abscisa de interseccidn de las asintotasejesteal como:

; LP27 _0-2-1-1_
* n-m 4 -

5. Para determinar los puntos de ruptura, partindes la ecuacion
caracteristica:

K
Y s (g+252 0

de donde obtenemos:
Ys+2)($+2s )+ K=0

derivando K respecto dee igualando a cero tenemos que:

dK _ —(4s® +128° +12s+4) =0

-

cuya solucion de multiplicidad tres es:
s=-1 para K=1

Este valor es punto de ruptura, de multiplicidaéstrya que pertenece
al intervalo del eje real contenido en el lugar lde raices calculado en el
apartado 3.
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6. Para determinar el valor de K para el cual ebéu de las raices
cruza el eje imaginario, sustituimos s&¢n la ecuacion caracteristica de la
forma:

jajw+2)(jw) +2 w+2+K =0

Cuyas soluciones son:

s=0 para K =0
S =] para K,=5
S =—] para K;=5

7. Los angulos de partida del lugar de las raicgsaatir de los polos
complejos, vienen dados por:
,, =180°-135- 43- 96= - 90
6,, =180°+90+ 135+ 45= 90
Del apartado 6 deducimos que el sistema es esaabé intervalo:
K 0[0,5
y del apartado 5 que el sistema no oscila cuando:
K=1
La figura 10.9 muestra el lugar de las raices pataistema de partida
con a=2.
La funcion de transferencia de lazo abierto defesisa con a=2.21 es:
K
g(s+2)($+2s22)

Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:

G(9) H(9 =
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figura 10.9
1. Los polos de lazo abierto son (n=4):
p:1=0; po=-2; ps=-1+1.1j; p4=-1-1.1j

2. No tiene ceros de lazo abierto (m=0).

3. Elintervalo [-2,0] del eje real, pertenece abhkr de las raices.

4. El nimero de asintotas vendra dado por d=n-m=4;Gsus angulos
los determinamos comao:

45

_180(X+3 _|-45(  _

6= = oo k=012,
-135

y la abscisa de interseccion de las asintotasejesteal como:
_;pi _ZZ _0_2_1_1_

o i=1
a n—-m 4

-1

5. Para determinar los puntos de ruptura, partinies la ecuacion
caracteristica:

22¢



+ K =0
s+2)($+2st22)

de donde obtenemos:
Ss+2)($+2s22)+ K= 0

derivando K respecto dee igualando a cero tenemos que

c;f =—(4s° +125° + 12425+ 442= 0
cuyas soluciones son:

s=-1 para K, =121

s, = -1+ 0.324] para K, =1221

s=-1-0.324] para K, =1221

Estos tres valores son puntos de ruptura ya queptamia condicion
de fase:

1
0
s* +4s® + 6.21s* + 4425

=+18Q( X+ 2; k= 012..

1
O
s'+45+ 621+ 442%

=0-0826=+18Q R+ ) k= O

1
0
s'+48+ 6215 + 4424

=0-0819=+18Q X+ )} k= 0

1
0
s'+48+ 6215+ 442¢

=[-0819=+18Q X+ % k= 0

7

6. Para determinar el valor de K para el cual ebéu de las raices
cruza el eje imaginario, sustituimos s&¢n la ecuacion caracteristica de la
forma:

jajw+2)(jw)?+2 w+22)+K = 0
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cuyas soluciones son:
s =0 para K =0
S, =105]j para K,= 563
s, = -105]j para K;= 563

7. Los angulos de partida del lugar de las raicgsaatir de los polos
complejos, viene dado por:

6, =90
6, =90
Del apartado 6 deducimos que el sistema es estabé intervalo
K 0[0,563

y del apartado 5 que el sistema siempre oscila.

La figura 10.10 muestra el lugar de las raices palasistema de
partida con a=2.21.

4
Im(s)

-4 -2 0 2 Re(s 4

figura 10.10
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78.- Sea un sistema con realimentacién unitaria cuyacifim de
transferencia de lazo abierto es:

K(s* +0.7s+ 1600Q
S(s+160)( s+ 2

Obtener el lugar de las raices y analizar la estalaid del sistema
analiticamente y utilizando Matlab.

G(9) =

Solucién

La funcion de transferencia de lazo abierto delesim es:

_ K(s’ +0.7s+ 1600
C(9= " sr160( s+ 2

Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:

1. Los polos de lazo abierto son (n=3)i=p; p»=-160; p:=-2.

2. Los ceros de lazo abierto son (m=2)=-0.35+40j; z=-0.35-40j.

3. El intervalo(—0,-160|U[-2 Q del eje real, pertenece al lugar de las
raices, ya que todos sus puntos tienen a la derechaumero impar de
polos mas ceros.

4. El nimero de asintotas vendra dado por d=n-m=3;3/ su angulo
lo determinamos como:

_180°(&+ )
T n-m

6

a

=18
5. Para determinar los puntos de ruptura, partinies la ecuacion
caracteristica:

.\ K(s? +0.7s+160Q _
S(s+160)(s+ 2

de donde obtenemos:

_ S(s+160)(st 3

s+160) (st 2+ K 8+ 07s 160D= @& kK=
o (=t 9+ K y (s* +0.7s+ 1600
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Si derivamos K respecto dee igualamos a cero tenemos cuatro puntos
candidatos para ser puntos de ruptura

5=-107 $=-1 $=30.5+86,1j $=30.5-86,1]

El punto s esta en el lugar de las raices del eje real cadal en el
apartado 3, por tanto serd punto de ruptura. Ninguwte los otros tres
candidatos cumplen la condicion de fase, que esisiq indispensable
para ser punto de ruptura.

6. El valor de K para el cual el lugar de las raiceruza el eje
imaginario lo determinamos sustituyendo &=jen la ecuacion
caracteristica de la forma:

joxjw+160)(jw+ +K ((jw) + 0T w+ 160p= 0
de donde:
(jw) + @62+ K)(ja)* +(320+ OK )(jw)+ 1600 = ©
(320+ 0 K)w-w’= 0
160K — (162+ K)o/ =

Cuyas soluciones son:

a, =0 para K =0
w, =188 para K, = 46
w, =38 para K,=1621

7. Los angulos de llegada del lugar de las raicdégsaceros complejos
conjugados vienen dados por la expresion:

@ =180%) ¢ + .6,

ki i
Por lo que:
Y o354 =180—90+ 14+ 876+ 905= 2821

Y por simetria:
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l//—o.35401 =779,

La figura 10.11 muestra el lugar de las raices palasistema de
partida. Del apartado 6 deducimos que el sistemaenoestable en el
intervalo:

K 0[46162]1
Im(s)
60
40( q
20{
0 v
-207
40t c
-601
-i60 0 Im(s)
figura 10.11

Para generar el lugar de las raices con la funcitotus es necesario
que la ecuacién caracteristica se acople a la fogeaeral dada como:
NLCCI

a(s)

Los pasos pasa obtener con MATLAB el lugar ded&ses asociado a
la ecuacién caracteristica:

. K(s*+0.7s+160Q _
S(s+160)( s+ 2

1

son:

231



Automatica: problemas resueltos

p=[1 0.7 1600];

g=conv([1 0],conv([1 160],[1 2]));
rlocus(p,q)

axis([-165 5 -50 50])

y el resultado lo mostramos en la figura 10.11, dmpodemos observar
que existen dos ramas que cortan al eje imaginani@os puntos cada una,
produciéndose por ello un intervalo de inestabilidgue obtendremos
utilizando en dos ocasiones la funcidocfind de la siguiente forma:

p=[1 0.7 1600];

g=conv([1 0],conv([1 160],[1 2]));
rlocus(p,q)

axis([-165 5 -50 50])

zoom

rlocfind(p,q)

rlocfind(p,q)

y el intervalo de inestabilidad corresponde a:

K 0[46,162]
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79.- Analizar utilizando el método del lugar de las edda estabilidad del
sistema de realimentacion unitaria cuya funciontdesferencia de lazo
abierto es:

_ K(s+D)
G(9={sr160( s 2

Obtener el lugar de las raices y analizar la estalaid del sistema.
Solucién

La funcion de transferencia de lazo abierto delesis es:

_ K(s+D)
G(9={sr160( s 2

Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:

1. Los polos de lazo abierto son (n=3)i=p; p»=-160; p;=-2

2. El cero de lazo abierto es (m=1): ;=21

3. Elintervalo[-16Q-3U - 10 del eje real, pertenece al lugar de las
raices, ya que todos sus puntos tienen a la derechaumero impar de
polos mas ceros.

4. El nidmero de asintotas vendrd dado por d=n-m=3;1ly sus
angulos los determinamos como:

_180(%+9 _
" n-m  ~

2]

a

9

5. Para determinar los puntos de ruptura, partinies la ecuacion
caracteristica:
K(s+1)  _
S(s+160)( s+ 2

de donde obtenemos:

_ S(s+160)( s+ 3
(s+1)

(s+160)(s+ 2+ K s )= 0> K=
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Si derivamos K respecto &ee igualamos a cero tenemos tres puntos
candidatos para ser puntos de ruptura:

$=-80.51 S$=-1+j S3=-1-

El punto s esta en el lugar de las raices del eje real olutergn el
apartado 3, y ninguno de los otros dos puntos a#atds a ser de ruptura
cumplen la condicion de fase, que es requisitespetisable para serlo, por
tanto solo gsera punto de ruptura.

6. Para determinar el valor de K para el cual ebéu de las raices

cruza el eje imaginario, sustituimos s#¢n la ecuacion caracteristica en la
forma:

ja(ja+160)(je+ Q+K(ja+3=10
de donde:

Uaﬂ3+164jaﬁz+(320+K)0aﬁ+K‘: 0

(320+ K)w-w’= 0
K-162w" = 0
La Unica solucion real es (las otras solucionesregponden a valores
de wcomplejos):
a=0 para K=0

La figura 10.12 muestra el lugar de las raices pa&lasistema de
partida. Del apartado 6 deducimos que el sistemastable para todos los
valores de K positivos.
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Im(s)

-160

=il

figura 10.12
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80.- Analizar, utilizando el método del lugar de lasced, la estabilidad
del sistema cuya funcién de transferencia en baigierto es:

K(s+1326)
(s+10)(st (st QH

Encontrar el rango de valores de k>0 en el que abktama
realimentado no presenta oscilaciones ante una edt escalon.

G(9) =

Solucién

Para generar el lugar de las raices con la funcitotus es necesario
que la ecuacién caracteristica se acople a la fogeaeral dada como:
LKoo _

a(s)

Los sentencias para obtener con MATLAB el lugarlate raices

asociado a la ecuacion caracteristica:
N K(s+1326) —0
(s+10)(s+ (st 0H

1

son:

p=[1 1.326];
g=conv([1 0.5],conv([1 10],[1 1]));

rlocus(p,q)
axis([-11 0 -3 3));

y el resultado lo mostramos en la figura 10.13, dlipodemos observar
que para cualquier valor de K las distintas ramas bigar de las raices
permanecen en el semiplano izquierdo del plgnmor lo que el sistema de
lazo cerrado es estable para cualquier valor de K.
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Im(§

| @

-10 -8 -6 -4 -2 Re(s 0

figura 10.13

Para encontrar el rango de valores de k>0 donde sedtema
realimentado no presenta oscilaciones ante unaaetrescalon hay que
obtener el valor de K para los tres puntos de ruptdPara ello, podemos
usar repetidamente la funcidtocfind en la forma:

p=[1 1.326];

g=conv([1 0.5],conv([1 10],[1 1]));
rlocus(p,q)

axis([-11 0 -3 3]);

rlocfind(p,q)

rlocfind(p,q)

rlocfind(p,q)

El intervalo buscado se corresponde con:
K 0[L05,17 73U[ 24 49+ )

donde aparecen polos complejos conjugados y pao &@rsistema oscila.
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81.- Un sistema de realimentacién unitaria tiene por didn de
transferencia en lazo abierto

K(1+ 0ls)
£-1

Obtener su diagrama del lugar de las raices y amatila estabilidad.

Si para eliminar el error de posicion, introducimasa red correctora
de tipo integral cuya funcién de transferencia es(€=10/s. Obtener el
nuevo diagrama del lugar de las raices y ver laiicia en la estabilidad
del sistema.

G(9 =

Solucién

Para trazar el lugar de las raices, seguimos eliggte procedimiento:

1. Los polos de lazo abierto son (n=2)=p1; p>=-1.

2. El cero de lazo abierto es (m=1)~=2710.

3. El intervalo (—,-10]U[-11 del eje real pertenece al lugar de las
raices.

4. El nUmero de asintotas vendra dado por d=n-m=2;ly su angulo
lo determinamos como:
6, =27 X*) . g5 k=01.2,...

n-m

5. Para obtener los puntos de ruptura, partimos ldeecuacion

caracteristica:

K(1+ 01s
1+G(9) =1+¥:0
sc -1
de donde obtenemos:
1-¢°
s? +01Ks+ K-1= 0= K=
= P 01s+1

derivando K respecto dee igualando a cero tenemos que:

238



dK
ds
cuyas soluciones son:
§ =-1995 para K = 399
s, =-0.05 para K,=1

=—-(01s"+2s+ Q)= 0

Estos dos valores son puntos de ruptura ya quejrnsej punto 3,
pertenecen al lugar de las raices.

6. Para determinar el valor de K para el cual ebéu de las raices
cruza el eje imaginario, sustituimos s&¢n la ecuacion caracteristica en la
forma:

(jow) +0Kjw+K -1= 0
La solucién es:
=0 para K=1

La figura 10.14 muestra el lugar de las raices palasistema de
partida. Del apartado 6 deducimos que el sistemestgble para:

K T[3, ]

Si introducimos una red correctora(§=10/s, el nuevo diagrama del
lugar de las raices lo obtenemos con el siguierteqaimiento:

1. Los polos de lazo abierto son (n=3)i=p1; p,=-1; ps=0.

2. El cero de lazo abierto es (m=1)=2z10.

3. El intervalo[-10-JU Q1 del eje real, pertenece al lugar de las
raices.

4. El ndmero de asintotas viene dado por d=n-m=2;1y¥sus angulos
los calculamos como:

(180 (X +) _
n—-m

8 =

a

9

5. Para determinar los puntos de ruptura, partinies la ecuacion
caracteristica:
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_ ., K101+ 0F) _
1+G, (9 =1+ Je-1) -

de donde obtenemos:
s-¢
10+s
derivando K respecto dee igualando a cero tenemos que:
dK
F=O:>—(283+3082— 10=0
cuyas soluciones son:

s’ - s+10K+ Ks= 0= K=

s =-15
s, =-06
s, =0.6
De estos tres valores, soOlg ss punto de ruptura ya que ni 8i S,
segun lo obtenido en el punto 3, pertenecen alrldgdas raices. El valor
de K asociado azdo calculamos con la ecuacion caracteristica.
6. Para determinar el valor de K para el cual egéu de las raices

cruza el eje imaginario, sustituimos s&¢n la ecuacion caracteristica en la
forma:

(ja))g—jw+10< +Kjw=0
y su solucion es:
s=0 para K=0

La figura 10.15 muestra el lugar de las raices palasistema de
partida. Del apartado 6 deducimos que el sistemairestable para
cualquier valor de K, por lo que es inestable pErL0O.
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51

-1071

-15¢1

-20 ' ' ' ; :
25 20 15 10 5 0 Re(s5

figura 10.14

10f1

51
Im(s)

-10 5 0 5 Ims)

figura 10.15
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Tema 11 :

Diagramas de Bode
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82.- Trazar los diagramas de Bode de las siguientes ibmes de
transferencia de lazo abierto:

Ts+1

a) G(s) == : T =10T,> 0

) C(9=7' 11 , =101,
T,s-1

b) G(s) = +—; T =10T,>0

) G(9=7 0,1 , =10T,
1-Ts

c) G(s) = 1= T, =10T,> 0
T,s+1

Solucion

a) Inicialmente desarrollamos G§ en forma normalizada:
Tja+l

G(iw) =3 o1

T,=10T,>~ 0

Esta funcion esta compuesta por los siguientesfast
Tjw+1 (Tjw+D)™*
Las frecuencias de cruce de estos dos téerminogaegpectivamente:
w;= 1T w,= 1T,

Los diagramas de Bode de magnitud y fase del primesegundo
términos son los mostrados en la figura 11.1 yrégll.2, respectivamente.

Si sumamos las dos graficas de magnitud y las ddask, teniendo en
cuenta que F10T,, obtenemos el diagrama de Bode de la funcion de
transferencia de partida que es el mostrado emglaré 11.3.

b) Inicialmente desarrollamos G§ en forma normalizada:

Tja-1

CUD = pry TR0

Esta funcion estd compuesta por los siguientesffest

Tjw-1 (T,jw+1D™
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Las frecuencias de cruce de los dos términos, sgpectivamente:
w=1/T; w=1/T,

Los diagramas de Bode de magnitud y fase del primsegundo
término son los mostrados en la figura 11.4 y figlit.2 respectivamente.

Si sumamos las dos graficas de magnitud y las ddaske, obtenemos
el diagrama de Bode de la funcion de transferemgapartida que es el
mostrado en la figura 11.5.

c) Inicialmente desarrollamos G en forma normalizada:

1-Tja

Glie) =157

T, =10T, > 0

Esta funcion estd compuesta por los siguientesffest
1-T,jw (T,jw+D™
La frecuencia de cruce de los dos términos sopeaas/amente:
w=1/T; w=1/T,

El diagrama de Bode de magnitud y fase del primgegundo término
son los mostrados en la figura 11.6 y figura 1ieBpectivamente.

Si sumamos las dos graficas de magnitud y las ddask, obtenemos
el diagrama de Bode de la funcion de transferemgapartida que es el
mostrado en la figura 11.7.
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100
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107T, UT, 10%T, 10%T,
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Frecuencia (rad/

figura 11.1

Ganancia(db)
-40 —
107/T, 10MT, 1T, 100/T,
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301
-60[ TS :
-90 . : T ’
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figura 11.2
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Ganancia(db)
20
10
0
. T, 1T>
Fase( Frecuencia (rad/

UT, UT,
Frecuencia (rad/

figura 11.3
Ganancia(dt
100
1| S s e
0—2 ) Z 4
10°/T, 1T, 10T, 10°/T,
Fase(® Frecuencia (rad/
180 \ """" A ‘
e oo
O i i
10°%/T, UT, 10%T, 10%T,
Frecuencia (rad/

figura 11.4
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100
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figura 11.6
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248
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figura 11.7




83.- Considerar el sistema de control con realimentacigritaria cuya
funcion de transferencia de lazo abierto es

as+1

<2

<

G(s) =
Determinar el valor dea tal que el margen de fase sea 45°.
Solucién

Para estudiar la respuesta en frecuencias del wiate debemos
analizar la funcion G@J que toma la forma:

ajw +1
. 2
(i)
Segun la definicion del margen de fase, a la fracizewy en la que lo

medimos, debe de cumplirse que la magnitud denleido de transferencia
sea uno, y la fase -180°+45°=-135° es decir:

/azwlz +1 .

wlz

G(jw) =

G(jaw) =

0G( ja,) = ~18CP+arctgea )= 45% 180% - 139
La solucion de este sistema de ecuaciones comdogritas es:
a=0.84

=1.19 rad/s.
El diagrama de Bode del sistema es el mostrada &égura 11.8.
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250

Ganancia(db) MG=Inf dB, MF=44.96 ° (w=1.189rad/s)
50 y

10 10
Fase(()c Frecuencia (rad/

10
Frecuencia (rad/

figura 11.8




84.- Determinar el valor de K tal que el margen de fasa 50° para un
sistema cuya funcion de transferencia de lazo &bies:

0.25K
H0.25¢ + Q25s+ )

¢, Cual es el margen de ganancia para este caso?.

G(s) =

Solucion
Para estudiar la respuesta en frecuencias del mwiate debemos
analizar la funcion G@j que toma la forma:
0.25K
ja(025jw)’ + 02§ w+ )

Segun la definicion del margen de fase, a la frecizeque lo medimos
debe de cumplirse que la magnitud de la funciotratesferencia sea uno, y
la fase -180°+50°=-130° es decir:

OG(jw) = -90°- arctg(%) =-130

Cuya solucion es :

G(jw) =

w=1.49 rad/s.

Por tanto enay=1.49 rad/s la fase es -130° y el modulo dec§sés la
unidad de donde deducimos que:

|_ : Osz : |:029K:1:> K = 346
|j149(025(j149)% + 025]149+1)|

IG(j149)| =

Para obtener el margen de ganancia, debemos caldal&ecuencia
para la cual la fase es -180° y para ella calcuganancia.
De la ecuacion:
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0G( jw,) = —90°- arctg%) =-180C

obtenemos que:
wp=2 rad/s.
por lo que:
G(j)=0865 =  20odG(jw)=-126
MG =12€db
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85.- Obtener los diagramas de Bode en magnitud y fasshdgstema con
realimentacion unitaria y cuya funcién de transfagiaa en lazo abierto es:

K(s? +2s+ 4) K1
(s*+14s+1)(s+ (s § &

Analizar la estabilidad del sistema, teniendo comico criterio de
estabilidad que el margen de fase sea positivoc@ar graficamente los
valores de la ganancia K para que el sistema coalireentacién unitaria
y funcion de transferencia de lazo abierto KG(spseestable, basandonos
en el mismo criterio de estabilidad.

Nota: Suponer que los cortes del diagrama de fase €180° estan en
las siguientes frecuenciagu=1.3 rad/s;a»=2.2 rad/s;as=3.8 rad/s.

G(9 =

Solucién

Inicialmente desarrollamos Gf) en forma normalizada:

(jw) +2jw+4 _
(jw) +14jw+)(jw+ 4( @+ 6 @

. 2 -
1((16«)) +Jw+1j
6L 4 2

G(jw) =

(e +14jw+ 902 002 4 e

Esta funcion estd compuesta por los siguientesffest

(jw)? jw C N2 : a Jw
(U39 1) (o +1iwe 9 (24
A2 (ot 2

Las frecuencias de corte de los cinco primeros itgos son,
respectivamente:

w=2radls w=1lradls w=4radls w=6rad/ls w=1rad/s
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Para dibujar el diagrama de Bode de magnitud, locdraos por
separado para cada factor, como mostramos desdiguaa 11.9 hasta la
figura 11.14 y luego obtenemos la curva global sutimaalgebraicamente
las curvas individuales, tal como aparece en larigl1.15.

Por debajo dew = 1 rad/s el trazo tiene una pendiente de -20
db/década. Tras la primera frecuencia de transicifm=1 rad/s) la
pendiente cambia a -60db/década. & 2 rad/s la pendiente pasa a ser
de -20db/década, cambiando de nuevawen 4 rad/s hasta -40db/década.
Por ultimo, enw= 6 rad/s la pendiente pasa a ser -60db/década.

En la figura 11.15 aparece el trazo de la curvaataadel logaritmo de
la magnitud para G@).

Para dibujar la curva completa de angulo de fasay que trazar las
curvas de angulo de fase de todos los factorespaowstramos desde la
figura 11.9 hasta la figura 11.14. La suma algebeade todas las curvas
de angulo de fase produce la curva completa de lange fase que
presentamos en la figura 11.15. En ella podemosrebs que el margen de
fase es positivo y por tanto concluir que para Kellsistema es estable. Si
aumentamos K pero sin sobrepasar el valor 14, satist@e estable, pero a
partir de este valor y hasta K=64 el margen de fasenegativo tal como
muestra l&figura 11.16y el sistema es inestable. Si seguimos aumentando
por encima de 64 pero por debajo de 195, el mameriase es positivo
(figura 11.17 y por tanto estable el sistema. Por dltimo, cuakdtiene un
valor superior a 195, el margen de fase es negafiigura 11.18 y el
sistema inestable.
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figura 11.9
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figura 11.10
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Ganancia (dE
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figura 11.11
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figura 11.13
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figura 11.14
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Ganancia (dB)
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86.- Encontrar la funcion de transferencia para la gcaide magnitud
mostrada en la figura 11.19. Suponer que la plaggaestable y de fase
minima.

Ganancia(db)
50—

-50
10 10° 10" 10° 10°
Frecuencia (rad/

figura 11.19

Solucién

En este problema tenemos que determinar la fundeitransferencia
de la planta a partir de mediciones experimentales.

Inicialmente, aproximaremos la grafica de magnitddterminada
experimentalmente mediante la grafica de la magndsintética. Puesto
que la grafica sélo contiene rectas de pendient spn multiplos enteros
de 20 db/dec, podemos obtenerla mediante pruelbeoyla aproximacion
asintotica de una manera considerablemente sinaléorma de la funcion
de transferencia la podemos obtener por inspecdéna aproximacion
asintotica ya que los puntos de cambio de pendigmtdicha aproximacion
se corresponden con la localizacién de los polaenps de la funcidén de
transferencia. Finalmente, la conjuncion de lasfgpas de magnitud y fase,
determinadas experimentalmente, identifican de msadeica a la funcion
de transferencia.

Si suponemos que el sistema es de fase minimaandib Unicamente
la grafica de magnitud podemos determinar la forde la funcién de
transferencia, cosa que no podemos hacer si eémmstes de fase no
minima.
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En el diagrama de amplitud, la pendiente inicialdes-20db/dec por lo
que la planta debe contener un integrador. Debidqua la planta es de
fase minima y que la pendiente final es de -20dbtdacluimos que la
diferencia entre el nUmero de polos y el de cesognm.

Si eliminamos en la gréfica el efecto del integradestando punto a
punto -20 loguobtenemos la figura 11.20.

Ganancia(db)
40—

10" 10° 10" 10° 10°
Frecuencia (rad/

figura 11.20

En ella vemos que la ganancia a frecuencia ceradee20db, lo que
equivale a K=10.

Por otra parte, vemos que la pendiente cambia emta la frecuencia
a~10 rad/s desde 0 db/dec hasta 20 deb/dec siendesem frecuencia
donde hay 3db de diferencia entre la representaasintotica y la real, por
lo que enaw=10 rad/s tenemos un cero de la funcidén de tramsfeia. De
igual forma, en torno a la frecuencia=100 rad/s la pendiente cambia de
20db/dec a 0 db/dec siendo en esa frecuencia doagl@ db de diferencia
entre la representacion asintotica y la real, irghdonos que er=100
rad/s hay un polo simple.

Concluyendo, la funcion de transferencia correspemnig a la planta
cuyo diagrama de Bode de magnitud viene dado pbglea 11.19 toma la
forma:

_10(1+s/10 100(10+5s)
"~ s(1+s/100)  s(s+100)

G(s)
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87.- Encontrar la funcion de transferencia correspondkéea la grafica de

magnitud mostrada en la figura 11.21. Suponer quadnta es estable y de
fase minima.

Ganancia(db)
100 Lo

10" 10° 10" 10° 10°
Frecuencia (rad/

figura 11.21

Solucion

En el diagrama de amplitud, la pendiente inicialdes20db/dec por lo
que la planta debe contener un derivador. Debidpa la planta es de fase
minima y que la pendiente final es de -40db/deccloonos que la
diferencia entre el nUmero de polos y el de cesodos.

Si eliminamos en la figura 11.21 el efecto del \or, sumando
punto a punto 20log obtenemos la figura 11.22. En ella vemos que la
ganancia a frecuencia cero es de 20db, lo que etpisv K=10.

Ganancia(db)
200 Lo

-200 0 1 2

10 10 10 10 10°
Frecuencia (rad/

figura 11.22
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Si observamos detenidamente este diagrama de aohplgmos que
existen polos complejos conjugados, por lo que siErros encontrar la
frecuencia natural amortiguadaw, y el factor de amortiguamientd
asociados a ellos.

La interseccion de las asintotas a bajas frecueneantermedias la
encontramos ew~=1 rad/s por lo que concluimos qug=1 rad/s.

Con la expresion:

. 1
Gp( Ja)n) - 2{
podemos determinar qe=0.005.

Por ultimo, vemos que la pendiente cambia en t@na frecuencia
=100 rad/s desde -40 db/dec hasta -60 deb/decdsien esta frecuencia
donde hay 3db de diferencia entre la representaasintotica y la real, por
lo que en w=100 rad/s tenemos un polo simple de la funcion de
transferencia.

Concluyendo, la funcién de transferencia correspemnte a la planta,
cuyo diagrama de Bode de magnitud viene dado pdiglaa 11.21, toma
la forma:

&9 = 10s _ 1000s
(L+s/100)(s* + 001s+1) (100+ s)(s® + 001s+1)
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88.- Encontrar la funcion de transferencia correspondéea la grafica de
magnitud mostrada en la figura 11.23. Suponer quadnta es estable y de
fase minima.

Ganancia(db)
100 —

-100

5 10° _ 10
Frecuencia (rad/

10°

figura 11.23

Solucién

En el diagrama de amplitud, la pendiente inicialdes-40db/dec por lo
que la planta debe contener dos integradores. Dehidue la planta es de
fase minima y que la pendiente final es de -40dbtdacluimos que la
diferencia entre el nUmero de polos y ceros es dos.

Si eliminamos en la figura 11.23 el efecto de hegradores sumando
punto a punto 40log obtenemos la figura 11.24. Vemos que la ganancia a
frecuencia cero es de 20db, lo que equivale a K=10.

Ganancia(db)
100 R

-100

N o 10
Frecuencia (rad/

10°

figura 11.24

Si observamos detenidamente este diagrama de adhpliemos que
existen ceros complejos conjugados, por lo quesit@reos encontrar la
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frecuencia natural amortiguadaw, y el factor de amortiguamientd
asociados a ellos.

Las asintotas a bajas frecuencias e intermediagsean enw=3 rad/s
por lo que concluimos que, =3 rad/s.

Con la expresion:

) 1
Gp( an) - 25
podemos determinar q§e=0.0025.

Por dltimo, vemos que la pendiente cambia en tara frecuencia
=30 rad/s desde 40 db/dec hasta O db/dec, siendesta frecuencia
donde hay 6db de diferencia entre la representaasintotica y la real, por
lo que enw=30 rad/s tenemos un polo doble de la funcién dagferencia.

Concluyendo, la funcion de transferencia correspenid a la planta
cuyo diagrama de Bode de magnitud viene dado g@diglra 11.23 toma
la forma:

_10((s? /9) + (0.005/3)s+1) _ 1000(s” + 0.0155+9)
s%(1+s/30)? s*(@B0+s)?

G(s)
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89.- Encontrar la funcion de transferencia correspondéeia la gréfica
mostrada en la figura 11.25. La planta no es negas@&nte estable o de
fase minima.

Ganancia(db)
100 Lo

-100 — : 0 : 1 : 5
10 10 10 10 10
Fase( Frecuencia (rad/

10" 10° 10 10 10°
Frecuencia (rad/

figura 11.25

Solucion

Inicialmente, observamos que a bajas frecuenciagliajrama de
magnitud evoluciona con O0db/dec con un valor apmado de
30db=20logK, por lo que K=30.

En el diagrama de amplitud vemos que la pendienigal a bajas
frecuencias es de 0db/dec, manteniéndose asi hadtaad/s donde pasa a
ser de -20db/dec. Ew=10 rad/s de nuevo vuelve a cambiar la pendiente y
pasa a ser a -40db/dec. Finalmente,cer100 rad/s queda como -20db/dec,
manteniéndose asi hasta altas frecuencias.

Para un sistema de fase minima, esperariamos urbioade fase de
aproximadamente -45° alrededor del rad/s, sin embargo, a partir de la
gréfica de fase vemos que ha aumentado a un valoano a 45 que unido
al cambio en la curva de magnitud con una pendieletereciente, indica
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qgue hay un polo en el semiplano derecho y lo ileathos en la forma de
constantes de tiempo como 1/(1-s).

Por otra parte, la disminucién de la pendiente en dgrafica de
magnitud ena=10 rad/s debida a un polo en el semiplano izquerd
concuerda con la pérdida de 45° de fase entornsaafeecuencia, por lo
que concluimos que tenemos un polo de la forms/10)+1).

Finalmente, observamos que @100 rad/s hay un nuevo aumento de
pendiente en la grafica de magnitud que es debidm aero que lleva
asociado no un aumento de la fase como en princgiwia esperar, sino
una disminucion de aproximadamente 45° en tornsta feecuencia, por lo
que ambos datos nos indican que hay un cero eengbtano derecho, que
lo identificamos en la forma de constantes de teeogmo (1-(s/100)).

Con todos estos datos, podemos concluir que la idonde
transferencia correspondiente al diagrama de Bodentagnitud mostrado
en la figura 11.25 viene dada por:

30(i -
G(s) = 100S
(s 1)(10 +1)

D 3s-100)

" (s-1)(s+10)

que corresponde a un sistema de fase no minima.
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90.- Encontrar la funcion de transferencia correspondéeia la gréafica
mostrada en la figura 11.26. La planta no es negas@&nte estable o de
fase minima.

Ganancia(db)
100 g

10°

, 10
Frecuencia (rad/

figura 11.26

Solucién

En el diagrama de amplitud, la pendiente inicialdes-40db/dec por lo
que la planta debe contener dos integradores. Delbidjue la pendiente
final es de -60db/dec concluimos que la diferemcitie el nimero de polos
y el de ceros es tres.

Si eliminamos en la grafica el efecto de los indeigres sumando
punto a punto 40lo@ obtenemos la figura 11.27, donde vemos que la
ganancia a frecuencia cero es de 0db, lo que etpivd&=1.

Por otra parte, vemos que la pendiente cambia emta la frecuencia
ar1 rad/s desde 0 db/dec hasta 20 deb/dec siendsstanfrecuencia donde
hay 3db de diferencia entre la representacion a@sica y la real y donde la
fase a aumentado 45°, por lo que @nl rad/s tenemos un cero de la
funcion de transferencia que lo identificamos effiolana de constantes de
tiempo como (s+1).
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180
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figura 11.27

Si eliminamos en la figura 11.27 el efecto del agstenemos la figura
11.28.

Si observamos detenidamente el diagrama de amplitachos que
existen polos complejos conjugados por lo que I@acess encontrar la
frecuencia natural amortiguadaw, y el factor de amortiguamientd
asociados a ellos.

La interseccion de las asintotas a bajas y altascdencias la
encontramos enx~10 rad/s por lo que concluimos qug =10 rad/s.

Con la expresion:

. 1
G,(jw,) = 2¢
podemos determinar qge0.25.

Si este par de polos complejos conjugados estuvieese izquierda del
eje imaginario, la fase disminuiria 90° en las imliaeiones dew, pero esto
no ocurre asi, ya que, lo que sucede es que aunen@0°, por lo que
concluimos que los dos polos complejos conjugadonsie fase no minima,
es decir estan ubicados a la derecha del eje inaagin
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Con todos estos datos, podemos escribir la fundértransferencia
correspondiente a la planta cuyo diagrama de Boglendgnitud viene dado
por la figura 11.26, en la forma:

(s+1) __ 10Q(s+ 17
Sz((%)2_0_058+]) s*(s* - 5s+100)

G(s) =

Ganancia(db)
50 ;

10° 10' 10°
Fase(c Frecuencia (rad/
180 facoacfonodboofocdadodbit :

90

10 10! 10°
Frecuencia (rad/

figura 11.28
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91.- Analizar la estabilidad de un sistema con realimraerdn unitaria que
tiene como funciéon de transferencia de lazo abierto

10

S = s -3

Solucién

Inicialmente desarrollamos Gf) en la forma normalizada siguiente

10 _ 10
(jw+)(1-jw) (Q+jw)(1-jw)

G(jw) =

Esta funcion estd compuesta por los siguientesfast
10 (Ijw)? (o)™

La frecuencia de corte del segundo y tercer térimaseovo= 1 rad/s.

Para dibujar el diagrama de Bode de magnitud, locdraos por
separado para cada factor, como mostramos en lardigl1.29 y figura
11.30 y luego obtenemos la curva completa sumalgkbicamente las
curvas individuales junto con la de la ganancia Ks1al como aparece en
la figura 11.31. Por debajo der1rad/s la magnitud tiene una pendiente de
0 db/dec. Tras la frecuencia de transicion la pentk cambia a -40db/dec.

Para dibujar la curva completa de angulo de fasay que trazar las
curvas de angulo de fase de todos los factorespcoostramos en la figura
11.29 y figura 11.30. La suma algebraica de to@asdurvas de angulo de
fase produce la curva completa de angulo de faseprasentamos en la
figura 11.31.

El margen de fase es -180° y el de ganancia iofirpor lo que el
sistema, que es de fase no minima debido al pok semiplano derecho,
es inestable para cualquier valor de la ganancia.
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272

Ganoancia(db)
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figura 11.29
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figura 11.30
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figura 11.31
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92.- Sea un sistema cuya funcién de transferencia adedhierto es:

K(s* +0.7s+ 1600
S(s+160)( s+ 2

Obtener el diagrama de Bode y analizar la estalatiddel sistema.

G(9 =

Solucion

Inicialmente desarrollamos Gf) en forma normalizada:
K((jw)?* +0.7jw+ 1600
jo(jw+160)(jw+ 2

G(jw) =

Si K=1:

(jw) |

(jw)?
1
% 1600 1600 1600

ja)+ 1) 5(
G(jw) = 1600 1600

160* 2ja(16c J)(%‘)H) Jw(176c+1)(*+1)

Esta funcion estd compuesta por los siguientesffest
(o), jw i@
160( 160( 16( 2

Las frecuencias de corte de los cuatro primerosmiéos son,
respectivamente:

w=40rad/s; w=1rad/s; w= 160 rad/sw= 2 rad/s

Para dibujar el diagrama de Bode, lo hacemos pg@asado para cada
factor, como mostramos desde la figura 11.33 hkesfggura 11.36 y luego
obtenemos la curva compuesta sumando algebraicemi# curvas
individuales, tal como aparece en la figura 11.37.

jw+l)

(rvey Jw+1) Vijw Ga*D" (+D7 5
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figura 11.32

Ganancia (dE
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figura 11.33
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Ganancia(db)
0 :
-10
-20 :
10" 10° 10°
Fas%(c Frecuencia (rad/

10° 10°

Frecuencia (rad/

figura 11.34

10
Frecuencia (rad/

0 1

1
Frecuencia (rad/

figura 11.35

276




Ganancia(db)
20

10

0
10° 10 10°
Fasel(‘ Frecuencia (rad/
0
-1
10° 10° 10°

Frecuencia (rad/

figura 11.36

Por debajo dew = 2 rad/s el trazo tiene una pendiente de -20
db/década. Tras la frecuencia de transiciam= 2 rad/s la pendiente
cambia a -40db/década. Ew = 40 rad/s la pendiente pasa a ser de -
Odb/década, cambiando de nuevacen 160 rad/s hasta -20db/década.

En la figura 11.37 aparece el trazo de la curvactaadel logaritmo de
la magnitud para G@).

Para dibujar la curva completa de angulo de fasay que trazar las
curvas de angulo de fase de todos los factores aowsiramos desde la
figura 11.33 hasta la figura 11.36. La suma algetaade todas las curvas
de angulo de fase produce la curva completa de landa fase que la
presentamos en la figura 11.37.
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MG=33.2 dB, (w=18.76rad/s) MF=34.07 deg. (w=2.854rad/s)

Ganancia(db)
100

10 10° 10 10 10
Fase(()c Frecuencia (rad/

10 10° 10" 10 10°
Frecuencia (rad/

figura 11.37

Como podemos ver, la curva de fase corta a la lidleal80° en dos
ocasiones (frecuencias de cruce de faa=)8.8 rad/s yw=38rad/s, para
las cuales la ganancia vale 33db y 64db respectardae) lo que nos permite

afirmar que el sistema es inestable en el intervalo
K 0[451620

ya que para estos valores, el margen de fase segdativo, tal como
obtuvimos por el método del lugar de las raicesl é@ma anterior.

278



93.- Un sistema de realimentacién unitaria tiene por didn de
transferencia en bucle abierto:

_100(1+ 0%)
R A

Obtener:

a) El diagrama de Bode.

b) La estabilidad.

c) El margen de fase y de ganancia.

d) El error estatico de posicion.

e) Realizar los apartados a, b, c y d para la furtide transferencia
en bucle abierto:

_10(1+ 0%)

(s -1
que es la resultante de introducir una red correcta de tipo integral:
1

G'(S):E

a la funcién de transferencia inicial. Comparar logesultados.

G (9

Solucién

a) Inicialmente desarrollamos G§) en forma normalizada:
1001+ 0Ja) 100QYe+ 2
T (jof -1 (e-D(w+]
Esta funcion estd compuesta por los siguientesffest
(jo-)7 (jo+D" (0Qjw+) 100

G(jw)

Las frecuencias de corte de los tres primeros téosi son,
respectivamente:

w=1lrad/ls w=1lrad/ls w=10rad/s
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Para dibujar el diagrama de Bode de magnitud, locdraos por
separado para cada factor, como mostramos desdiguaa 11.38 hasta la
figura 11.41 y luego obtener la curva compuestaaudo algebraicamente
las curvas individuales, tal como aparece en larigl1.42.

Ganoancia(db)
0 Eattats St
-40
10" 10° 10"
Fas%(c Frecuencia (rad/

10" 10° 10"
Frecuencia (rad/

figura 11.38
Ganancia(db)
0 5
20 f b
-4077 0 1
10 10 10
Fa’sg(C Frecuencia (rad/

10" 10° 10!
Frecuencia (rad/

figura 11.39
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Ganancia(db)

100
O oo e e i
0 i
10° 10 10°
Fase(C Frecuencia (rad/

-2 0

10 _ 10 10°
Frecuencia (rad/
figura 11.40
Ganancia(db)
40
20
0 2 8 4
10 10 10
Fasel(‘ Frecuencia (rad/
0
-1 2 3 4
10 10 10

Frecuencia (rad/

figura 11.41

Por debajo dew = 1 rad/s el trazo tiene una pendiente de O dh/dec
Tras la frecuencia de transicibw = 1 rad/s la pendiente cambia a -
40db/década y ew= 10 rad/s cambia a -20db/década.
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En la figura 11.42 aparece el trazo de la curvactaadel logaritmo de
la magnitud para G@).

Para dibujar la curva completa de angulo de fasay que trazar las
curvas de angulo de fase de todos los factorespaowstramos desde la
figura 11.38 hasta la figura 11.41. La suma algetaade todas las curvas
de angulo de fase produce la curva completa de lange fase que
presentamos en la figura 11.42.

MG=-40 dB, (w= Orad/s) MF=51.7 °. (w=12.66ra

Ganancia(db)
50

-50 : -
10” 10" 10’ 10' 10°
Fas%(‘ Frecuencia (rad/

-901
-180
-2701
-360 - * - 0 1 )
10 10 10 10 10

Frecuencia (rad/

figura 11.42

b) Cuando la curva de amplitud corta a la linea ftecuencias
(a=12.66rad/s es la frecuencia de cruce de ganantdagurva de fase esta
pasando por -128.3° y el margen de fase vale MFASpor lo que el
sistema es estable.

c) Al cortar la curva de amplitud al eje de frecams, a la fase le
faltan 51.7° para valer -180°, por lo que el margkenfase es MF=51.7°.

El margen de ganancia es -40db, puesto que la gaaaes 40db
cuando la curva de desfase es asintética a la ldeetase -180° .

d) El error estatico de posicion viene dado por:

282



o = 1
SSp 1+ Kp
donde K, es la constante de posicion que por tratarse destema de tipo

cero, coincide con la ordenada de la horizontaldigjrama de Bode de
magnitud, por lo que:

20logK,, = 40= K, = 100
y el error estatico de posicion es:

6 -1 _ 1
*PT1+K, 1+100

Joo1

e) Si introducimos la red correctora(©=1/(10s) la funcion de
transferencia del sistema en bucle abierto es:

10(1+ 0%)
-1

El diagrama de Bode del término 1/s es el mosteda figura 11.33
y el del término 1/10 el mostrado en la figura Bl.gor lo que el diagrama
de Bode de la funcién de transferencigstoma la forma mostrada en la
figura 11.44.

Por debajo dew=1 rad/s el trazo tiene una pendiente de -20 dkddéc
Tras la frecuencia de transiciém=1 rad/s la pendiente cambia a -
60db/década y em=10 rad/s pasa a ser de -40db/década.

En la figura 11.44 aparece la curva exacta del lagao de la
magnitud y de la fase para;(xJ). Cuando la curva de amplitud corta a la
linea de frecuenciasE2.02 rad/s es la frecuencia de cruce de ganancia),
la curva de fase esta pasando por -258.61° poumej sistema es inestable
ya que el margen de fase vale MF=-78.61°.

El margen de ganancia es infinito, puesto que lx@ue fase siempre
esta por debajo de -180°.

Prolongando la recta de pendiente -20db/décadatac@l eje de
frecuencias erv=10 rad/s, por lo que la constante de error de calad es
K\=ar10y el error estatico de velocidad:

G (9=
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94.- Obtener los diagramas de Bode de la funcion desfierencia de lazo
abierto y comprobar por inspeccion de dichos diagas si corresponde a
un sistema de fase minima o no. Analizar la estiulldel sistema.

_ (-3
G(9= s+ (-1
Solucién

Inicialmente desarrollamos Gf) en forma normalizada:

o @-3iw)
CUO= GorD(w-1

Esta funcion estd compuesta por los siguientesffest
(1-j3w) (jw+d" (jw-37
La frecuencia de cruce de los tres términos, sspeetivamente:

w=1/3rad/ls w=1rad/ls w=1rad/s

Para dibujar el diagrama de Bode de magnitud, locdraos por
separado para cada factor, y luego obtenemos lsa&apompuesta sumando
algebraicamente las curvas individuales.

El diagrama de Bode de magnitud de (Z)3es el mostrado en la
figura 11.45, el de (144)™ el de la figura 11.46 y, por Gltimo, el deXi)*
es el de la figura 11.47.

Para dibujar la curva completa de angulo de fasay que trazar las
curvas de angulo de fase de todos los factoresubaa algebraica de todas
las curvas de angulo de fase produce la curva cetagle angulo de fase.

El diagrama de fase de (143 es el mostrado en la figura 11.45, el de
(1+jc)™* el de la figura 11.46 vy, por ultimo, el deXl)* es el mostrado en
la figura 11.47.
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Ganancia(db)
0 :

-1 0 1

-180

Frecuencia (rad/

figura 11.47

En la figura 11.48 aparece el trazo de la curvaataadel logaritmo de
la magnitud y de la fase para Gij

MG=0 dB, MF=0°. (w=0 rad/s)
Ganancia(db)
20
0
20 2 I 1 I0 1
10 |1:0" ia (g 10 10
Faff({c recuencia (ré/s,
c[og
-90r
-180 -2 .-1 . 0 1
10 10 i 10 10
Frecuencia (rad/

figura 11.48
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Por debajo dew = 1/3 rad/s el trazo tiene una pendiente de O
db/década. Tras la frecuencia de transician= 1/3 rad/s la pendiente
cambia a 20db/década. Ew = 1 rad/s la pendiente pasa a ser de -
20db/década.

Como podemos ver en la figura 11.48, la curva dgnitad para altas
frecuencias tiene una pendiente de -20db/dec, geldase tiende a -90°,
datos que no son suficientes para decir si el siates de fase minima o no.
Por inspeccién de la curva de magnitud podemosralirque enw=1/3
rad/s hay un cero ya que cambia la pendiente dededba 20db/dec. Y
observando la curva de fase a esa frecuencia posleroacluir que en
s=1/3 tenemos un cero (término en la forma (1-3s)).

En «w=1 rad/s tenemos un nuevo cambio de pendiente d2@die/dc
hasta -20db/dc lo que nos hace pensar que en esadncia tenemos un
polo doble. Pero la fase no pasa de -90° a -274@8 gue tiende hacia -90°
lo que nos induce a pensar que tenemos algun poltagse no minima y
dicho término toma la forma 1/(B)s

Resumiendo, por inspeccion de los diagramas de Bedmagnitud y
fase a altas frecuencias, no podemos deducir queiseema es de fase
minima por el simple hecho de que a altas frec@anta fase tienda a -
90(n® polos -n°® ceros) y la magnitud caiga con endiente de -
20db/dec(n® polos -n° ceros). Para deducir si esfat® minima o no
deberemos analizar ambas graficas en todo el espdetfrecuencias.

Por otra parte, el sistema es inestable ya queeefase no minima y el
margen de fase es de 97.18°.
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95.- Obtener el diagrama de Bode de la funcion de tenesicia de lazo
abierto y comprobar si corresponde a un sistemafad® minima o no.
Analizar la estabilidad del sistema.

_ (-3
C(9= ei(srD)

Solucién

Inicialmente desarrollamos Gf) en forma normalizada:

. (1-3ja)
U= oo

Esta funcion estd compuesta por los siguientesffest
(1-j3w) (jw+d*  (jw+d™
La frecuencia de cruce de los tres términos, sspeetivamente:
w=1/3rad/ls w=1rad/ls w=1rad/s

Para dibujar el diagrama de Bode, lo hacemos pgasado para cada
factor y luego obtenemos la curva compuesta sumalibraicamente las
curvas individuales.

El diagrama de Bode de (143 es el mostrado en la figura 11.45 y el
de (1+jew)™* en la figura 11.46.

En la figura 11.49 aparece el trazo de la curvactaadel logaritmo de
la magnitud y de la fase para @Jj} Por debajo dev= 1/3 rad/s el trazo
tiene una pendiente de 0 db/década. Tras la fredaete transicionw =
1/3 rad/s la pendiente cambia a 20db/década.aEn 1 rad/s la pendiente
pasa a ser de -20db/década.

Como podemos ver, la curva de magnitud para al@suencias tiene
una pendiente de -20db/dec y la de fase tiende78°-Batos que son
suficientes para decir que el sistema es de fasainona.

Resumiendo, por inspeccion de los diagramas de Bedmagnitud y
fase a altas frecuencias, podemos deducir questérsa es de fase no
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minima por el simple hecho de que a altas frecasnlei fase no tiende a -
90(n° polos -n° ceros) y la magnitud cae con unajgnte de -20db/dec(n®
polos -n° ceros).

Tanto el margen de fase como el de ganancia soatineg, por lo que
el sistema es inestable.

MG=-3.522 dB. (w=1.291) MF=-41.41° (w=2.6
Ganancia(dt
20

10 10" 10 10
Fase(¢ Frecuencia (rad)

10 10" 10° 10"
Frecuencia (rad)

figura 11.49
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96.- Analizar, utilizando el criterio de Nyquist, la abtlidad del sistema
con realimentacion unitaria cuya funcidén de tramsfecia en bucle abierto
es:

G(9) = K £1+—1s)

Solucion

Para aplicar el criterio de Nyquist, debemos inloi@nte trazar el
diagrama de Nyquist. Para ello, realizaremos langtbormacion de la
trayectoria cerrada en el plans mostrada en la figura 12.1 al plano
G(s)H(s)=G(s).

40w
Plano s

v

figura 12.1

Como la trayectoria cerrada que hemos consideradeleplanos es
continua, cerrada y no atraviesa ningun punto slaguse transforma
mediante G(s) en una curva cerrada del plano G(s).

La trayectoria consta de todo el ep@{esde « hasta oy un trayecto
semicircular de radio infinito en el semiplano defe del plano s.

A medida que un punto recorre la trayectoria cortgokn el planas en
sentido horario, se producen N rodeos en tornorgem del plano G(s).

Si transformamos el eje imaginari@ mediante G(s) tenemos que:
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K(-ja) _ K@-je)(d-ja) _
Itjw  (1+jo)(1-jw)
K@~ jw-jw-o’) K@l1-a?) _2jdK
- 1+ ¢? T 1+a® 1+a?

Como el médulo de G(s&) es K para cualquier frecuencia, tenemos
que el eje g se transforma en una circunferencia de radio Keémplano
G(s).

Por otro lado, la transformacion mediante G(s) dea |
semicircunferencia de radio infinito resulta ser:

G(s= jw) =

.. K@1-Re?)
= 0y -
G(s=Re") 1+ Rel?
donde:
mo
R- o0 ——,+—
=Y [ 2 2}
por lo que:
. < . K@-Ré?)
— 6\ — —
imG(s=Re™)= M= R

La semicircunferencia de radio infinito se transfar en el punto -K del
plano G(s).

Con sendas transformaciones, obtenemos la trayiacte Nyquist
mostrada en la figura 12.2.

Si K>1 la trayectoria de Nyquist da una vuelta emtglo horario en
torno al punto -1 (N=1) y no hay polos de G(s) esemiplano derecho del
plano s (P=0), por lo que Z=N+P=1>0 lo que indica que eilskema es
inestable.

Si K<1 la trayectoria de Nyquist no da vueltas emb al punto -1
(N=0), por lo que Z=N+P=0 lo que indica que el sista es estable.
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PlanoG(s)

figura 12.2




97.- Analizar, utilizando el criterio de Nyquist, la abtlidad del sistema
cuya funcién de transferencia en bucle abierto es:

K

TS g P70

G(9)

Solucion

Como la trayectoria de Nyquist no debe pasar psrdolos o ceros de
G(s), debemos modificar la trayectoria de Nyquestapque no pase por el
origen de coordenadas, ya que la funcion de traesfga tiene un polo de
orden cuatro en s=0.

La trayectoria de Nyquist a transformar mediantes)3s la mostrada
en la figura 12.3.

4im

Plano :
& — o,
o J
figura 12.3

El punto representative se desplaza a lo largo del eje imaginario
negativo w desde o hasta jO. El punto se mueve desde s#jdsta s=jQ
a lo largo de un semicirculo de rad&(infinitesimal) y luego a lo largo del
eje imaginario positivo ¢ desde jQ hasta po. Desde s=j la trayectoria
sigue un semicirculo de radio infinito y el pungpresentativo retorna al
punto de partida <.

Realicemos las cuatro transformaciones:
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- El eje imaginario positivo desde;jbasta po:

. _ _ K _
CUD) = Gy wrp) - @ iwrp)
_ kp S

C()4p2+a)6 w3p2+w5

cuya parte real siempre es positiva y el signo al@arte imaginaria es
negativo
- El eje imaginario negativo desdev-hasta jO:

oo K _ K B
CUD = Gy iwrp) - @ iwrp)
_ kp S

- C()4p2 +C()6 w3p2+w5

cuya parte real siempre es positiva y el signo algarte imaginaria es
positiva
- La semicircunferencia infinitesimal:

. K
— g\ —
G(s=¢€") = (%) (ed® + p
donde:
TT
-0 Yy 8D[‘E,+—2:l
por lo que:

K Ke'e™?

(&) (e’ + p 8@ p . p

limG(s=¢€?) = lim
£-0 £-0

es decir, al variard desde 72 hastas72, el angulo de G(s) varia dando dos
circunferencias completas en sentido horario yat#a infinito.
- La semicircunferencia infinita:
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K

G(s=Re?)=— :
( ) (R’ Y (Re’+ p)
donde:
mo
R - 0 ——,+—=
" [ 2 2}
por lo que:
. | . K _ _ L
lim G(s= Re")= I e f (R&7+ p )~ AL Reg? - A KR €™ =0

es decir, toda la semicircunferencia de radio itéinse transforma en el
origen de coordenadas.

Por tanto, como muestra la figura 12.4, la transfacion de la
trayectoria de Nyquist da dos vueltas en tornowaltp -1, por lo que N=2.
Como p es positivo, la trayectoria de Nyquist noteme en su interior
ningun polo de G(s) (P=0) por lo que Z=N+P=2 y podes afirmar que el
sistema es inestable.

PlanoG(s

figura 12.4
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98.- Utilizando el diagrama de Nyquist, analizar el eisa de
realimentacion unitaria cuya funcion de transferienge lazo abierto es:

K(T,s+1)

SO gshy

Solucion

Como la trayectoria de Nyquist no debe pasar psrdolos o ceros de
G(s), debemos modificar la trayectoria de Nyquestapque no pase por el
origen de coordenadas, ya que la funcion de traesfga tiene un polo en
s=0.

La trayectoria de Nyquist a transformar mediantes)3s la mostrada
en la figura 12.3.

El punto representative se desplaza a lo largo del eje imaginario
negativo w desde o hasta jO. El punto se mueve desde s#jdsta s=jQ
a lo largo de un semicirculo de rad&(infinitesimal) y luego a lo largo del
eje imaginario positivo ¢ desde jQ hasta po. Desde s=j la trayectoria
sigue un semicirculo de radio infinito y el pungpresentativo retorna al
punto de partida <.

Realicemos las cuatro transformaciones:

- El eje imaginario positivo desde;jbasta po:

KMja+) _ K(ja+) _
(jw)’Mjw+]) -’ (T jw+l)
T+l T,
W +T 0w w+ T’

G(s=jw) =

:K(

cuya parte imaginaria se anula cuandg=T, y su signo depende de la
diferencia entre ambos.
- El eje imaginario negativo desde hasta jQ:
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KMjaetl) _ KMjat+l) _
(0 Mjw+l) -’ (Tjw+))
T+l T T,

W +T W w+T W’

G(s=jw) =

:K(

cuya parte imaginaria se anula cuandg=T .
- La semicircunferencia infinitesimal:

. K(T,ce!? +1)
— gy — 2
Ol 280 = () (166 +1)
donde:
mToT
- -+
£ OyHD[ > 2}
por lo que:

. - . K(T,ee? +1
limG(s= £d%) = lim (T,ee” +1)

~ i i —2_-2j6
sﬁo(gejg)z('lzgé9+1) ngzew L'T)Kg €

es decir, al variard desde #2 hastaz72, el angulo de G(s) varia desde
hasta 7z dando una vuelta completa con radio infinito ysentido horario.
- La semicircunferencia infinita:

K(T, Re?+1)

G(s=Re’?)=— -
(=R Re" ¥, RE"+1)
donde:
ToTT
R- o0 - -+
©Y [ 2 2}
por lo que:
_ _ _ K(T, Re’+1) .
—_ i@\ — 2 ~ _—
|L|ET;]°G(S— Re’" )= thrD(Reje )2 (Tl Rée‘*'l) 'LITO R2 g1?
= lim KR?e%? =0
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es decir, al variard desde #2 hastaz72, el angulo de G(s) varia desde
hasta 7z pero con radio nulo.

Si T1<T2, la parte imaginaria de G({Pes negativa y la trayectoria de
Nyquist es la mostrada en la figura 12.5, que ndeeoal punto -1 (N=0) y
la trayectoria de Nyquist no contiene en su interiingln polo de G(s)
(P=0), por lo que Z=N+P=0 y podemos afirmar quesedtema es estable.

Si T1>T2, la parte imaginaria de G(pes negativa y la trayectoria de
Nyquist es la mostrada en la figura 12.6, que rodaasentido horario dos
veces al punto -1 (N=2) y la trayectoria de Nyquist contiene en su
interior ningun polo de G(s) (P=0), por lo que Z=R«2 y podemos
afirmar que el sistema es inestable.

Plano G(s)

ImIG(s)

figura 12.5
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Plano G(s)

figura 12.6
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99.- Considerar el sistema con funcién de transferedeidazo abierto:

10K (s+ QYH
P(s+2)(s+10)°

G(9) H(9 =

Aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist pardeterminar la
estabilidad del sistema para valores de K grandggguefos.

Solucién

La trayectoria de Nyquist que debemos transformadiemte la
funcidon G(s)H(s) es la mostrada en la figura 1218nde hay que realizar
cuatro tipos de transformaciones.

Realicémoslas:

- El eje imaginario positivo desde.jBasta po:

. . 1K(je+0Qy
B RS B2 oo+ w10
10K(jw+0Q9 _  10K(jow+QH

T (- +12jw+ 20 w'- 200 — 12j°

_ 10K(jw+ 0H(w’' - 2@w* + 13 w°)
(' —200* - 12j W®)(w* - 2Q? + 13 w?)

_10K[(-113w" - 100°) + j(w° -14w°)]

) (@* - 2007)° + (12°)°

cuya parte imaginaria se anula cuando:
@ =14
y para esta frecuencia el modulo de G(s) tomaiaéo

10K (1150 + 100°)
' = 2007)" + (120°)

IGH(s= jw)| :( > = 005K

- El eje imaginario negativo desdev-hasta jO:
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10K (je +QH B
(jw)i(jw+2)(jw+10

10K (jw+ QH _ 10K(jw+0QH
— P (~o? +12jw+ 20  w'-20w?-12jw®
1K (jw+ 0H(w' - 2@0* + 130°)
(0 - 200% - 12) %) (w* - 2%+ 1207
10K (115" - 107°) + j(w° —14w®)
) (@* - 200?)° + (12°)°

G(s= jw)H(s= jw)=

cuya parte imaginaria se anula cuando:
@ =14
y para esta frecuencia el modulo de G(s) tomaiaéo

10K (1150° + 1@0°)

GH(s= jw) = = 0.05K
| ( le)| (w4 _ 20&)2)2 + (1203)2
- La semicircunferencia infinitesimal:
GH(s= £?) = 10K("+09
(ee'%)?(£€? +2)(£€e? +10)
donde:
E-0y QD[—i—ZTﬁ]—ﬂ
por lo que:
. - . 10K ('’ + 05 .
— g\ — ~ —
ImGH(s= £80) = I ey (ca + 2)(ce” +10 ™0 4e0?)
_ Ke?e#
- !s'['g 4

La semicircunferencia de sentido antihorario deioad se transforma
en una circunferencia de sentido horario.
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- La semicircunferencia infinita:

o 10K(R€'’+ 05)
CH(S=RE™)= Ra? 7 (Ré?+2 YRE+10)
donde:
mo
por lo que:

| o 10K (Re’’+ 05) im 0K
lim GH(s= Re’’ )= lim-——;5 7110 Y
R|[r°1°G (s=Re'") am (Re’ ¥ (Re’+2 )(R&+10) R (RE %)

Toda la semicircunferencia de radio infinito se tnansformado en el
origen del plano G(s).

Agrupando estas cuatro transformaciones, podemosaf que la
trayectoria de Nyquist se transforma en la curvatrama en la figura 12.7.

Si 0.059K<1 (K<17) no hay rodeos en sentido horaaloededor del
punto -1 en el plano G(s) (N=0), segun podemosewela figura 12.8 y no
hay polos contenidos dentro de la trayectoria dejst (P=0), luego si
aplicamos el criterio de Nyquist, el sistema ealdstya que Z=N+P=0.

Si 0.059K>1 (K>17) el niumero de rodeos en sentid@ho alrededor
del punto -1 en el plano G(s) es dos (N=2) seglorepws ver en la figura
12.9, y no hay polos contenidos dentro de la tripyrex de Nyquist (P=0),
luego si aplicamos el criterio de Nyquist, el sistees inestable ya que
Z=N+P=2>0.

0

304



PlanoG(s

ImiG(s)]

) RelG(s)

figura 12.7

PlanoG(s

ImIG(s)]

RelG(s)

_+—Glei)

figura 12.8
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PlanoG(s

ImiG(s)

RelG(s)

figura 12.9




100.- Determinar la estabilidad de un sistema de lazoado que tiene la
siguiente funcion de transferencia de lazo abierto:

K(s+3).

5D k>1

G(s) H(9 =

Solucién

La funcion de transferencia de lazo abierto tienepolo en el origen y
otro en s=1 por lo que cuando apliquemos el cridede estabilidad de
Nyquist debemos de tener en cuenta que P=1 yyadtaria de Nyquist que
debemos transformar mediante G(s)H(s) es la moateada figura 12.3.

Consta de cuatro tramos que debemos de transformadiante
G(sS)H(s).

- Eje jwdesde 0 hastaog:

K(jw+d _ Ko K@ -3
(jw-Djw ’+w F+w

Gjw)H(jw) =

La parte imaginaria se anula cuanda’ -3=0, es decir cuando
w=+/3 por lo que el modulo de G(s) para esa frecuensia e

K4w
W +w

G(jV3)H(jv3) =

K

- Eje jwdesde «j hasta jQ:

K(jw+3) _  Kdw K(«’-3]
(jw-Djw ’+w F+w

G(jw)H(jw) =

La parte imaginaria se anula cuanda” -3=0, es decir cuando
w=+/3 por lo que el modulo de G(s) para esa frecuensia e

K4w
W+ w

G(iV3)H(jV3) =

- Semicircunferencia de radio infinito:
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. . K(Re'“+3)
R H(RE” -
donde:
mor
- O -+
Rooeoyd [ 2" 2}
por lo que:

| | _ . K(Re“+3)
jw @ )= PP —
im GRETIH (RE” )= I o o 1) Re®

. K(Re? .
= lim ( ) = lim

- - — =0
R-= (Re'”)Re” R-» R¢’

La media circunferencia de radio infinito se tramsha mediante G(s)
en el origen de coordenadas.
- Semicircunferencia de radio infinitesimal:

‘ . K(ge'® +3)
G(ee”)H(Ee?) =—————
(e2) HEQ) = o a0
donde:
T
-0 Yy HD|:—E,+E:|
por lo que:
K(ee”+3) _

limG(ge'“)H (g'?) = lim———~ =
im (e8'”)H (') M e —1ee

- nm(—ij = lim(- 3Kee1)
£-0 £er £.0

La media circunferencia de sentido antihorario yi@infinitesimal se
transforma mediante G(s) en media circunferenciaragio infinito en
sentido horario.
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Agrupando estas cuatro transformaciones, obtenenmpe la
transformacion de la trayectoria de Nyquist de lgufa tiene como
resultado la curva del plano G(s) mostrada en ¢pufa 12.10, en donde la
ubicacion del punto de corte con el eje real regpesd punto -1 va a
depender del valor que tome K.

Plano G(s)

Gling) ImIG(s)

G(i0-)

figura 12.10

Segun hemos demostrado, el punto de corte coe et&j corresponde
al valor de K, por lo que podemos deducir las sgtes conclusiones
referentes a la estabilidad del sistema:

Si K>1 la trayectoria en el plano G(s)H(s) da unaelta en sentido
antihorario en torno al punto -1 (N=-1), por lo qu&N+P=0 y podemos
afirmar que el sistema es estable (figura 12.11).

Si K<1 la trayectoria en el plano G(s)H(s) da unaeita en sentido
horario en torno al punto -1 (N=1), por lo que Z=IR+2 y podemos
afirmar que el sistema es inestable (figura 12.12).
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NGl RelG(s)
VG (-ioo)
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figura 12.11
: Plano G(s)
Glins) IMIG(S)]
“NGlio) | RelG(s) .
'G(-ico)

G(i0-)

figura 12.12




101.- Determinar la estabilidad de un sistema de lazoas que tiene la
siguiente funcion de transferencia de lazo abierto:

K

S T (T D’

k>0

Solucion

La trayectoria de Nyquist que debemos de transfomsda mostrada
en la figura 12.3, ya que G(s) tiene un polo earglen.

Esta trayectoria consta de cuatro tramos a la hdetransformarla
mediante G(s):

- Eje jwdesde O hasta pe:
_ K K
G(jw) =- . _ =- =
) = o )Mo+ ) (T T — (- TTr) |
K(T, + T,)&’ K(w-T,T&’) j

T M A T W+ (- THe): (T, + L) +(w- T, L)

La parte imaginaria de G§) se anula cuando:

1
172

para este valor de la frecuencia, @) esta cortando al eje real del plano
G(s) y con un valor dado por:

1 KT,T,
G(, = =-—23
(wl \/Tsz) T1 +T2

- Eje jwdesde - ¢ hasta |0

G(jw) = - =- g -
joMjo+)(Tju+l)  (T,+T)e’ - (w-TTe’) |
K(Tl + Tz)wz K(w_Tszws) ]

T AT (- TTe)? (T, + T, + (w- T Tw)?
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La parte imaginaria de G§) se anula cuando:

1
K(w-TTa®)=0=>w =
( 1 LW’) 2] \/ﬁ
para cuyo valor de la frecuencia, @f) esta cortando al eje real del plano
G(s) con un valor dado por:
1 KTT.
G = = - 12
@R e,
- Semicircunferencia de radio infinito:
K

(A — : :
G(Re™) Re’ (T, R’+1)T, R&¥+1)
donde:
m 7
R- Ol -—=,+—
=y [ 2’ 2}
por lo que:
4 K K
lim G(Re'? )= i : : : =lim—— =0
A GRe )= I o7 . RE+1)T, R&+1) FLTT,R ¥

La media circunferencia de radio infinito se tramsha mediante G(s)
en el origen de coordenadas.
- Semicircunferencia de radio infinitesimal:

- K
G(&ef) = — . :
(£e%) ge’(Ted’ +1)( Te &’ +1)
donde:
/o
por lo que:
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: O\ K . K 2 -je
I GRe )= I o (Tea? + ) (Te & +1) e —iKET®

La media circunferencia de radio infinitesimal sansforma mediante
G(s) en media circunferencia de radio infinito emtsdo horario.

Agrupando estas cuatro transformaciones, obtenenmpe la
transformacion de la trayectoria de Nyquist de lgufa tiene como
resultado la curva del plano G(s) mostrada en tufa 12.13, en donde la
ubicacion del punto de corte con el eje real repet punto -1 depende del
valor que tome K.

Asi:

Si

- T +T,
TlTZ

la trayectoria no da vueltas en torno al punto dnmo muestra la figura
12.14, ya que el modulo de G(s) cuando corta alreg es menor que la
unidad, por lo que N=0 y como P=0 podemos afirmae ¢l sistema es
estable, ya que Z=P+N=0.

Si

> Tl + T2
TlTZ

K

la trayectoria da dos vueltas en torno al puntocdimo muestra la figura
12.15, ya que el modulo de G(s) cuando corta alreg es mayor que la
unidad, por lo que N=2 y como P=0, podemos afirqae el sistema es
inestable, ya que Z=P+N=2 y es distinto de cero.
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Plano G(s

G(i0-)

m[G(s

G(i0+)

o’ Glico)

figura 12.13

Plano G(s

G(i0+)

figura 12.14




Plano G(s

figura 12.15
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102.- Analizar, para los diferentes valores d#ey a, la estabilidad del
sistema de lazo cerrado cuya funcién de transfeaete lazo abierto es:

K
(s+a)s’

G(9) H(9 =

Solucién

La trayectoria de Nyquist que debemos transfornsalaemostrada en
la figura 12.3 que consta de cuatro tramos bieereifciados:
- El eje wdesde 0 hasta po:

aKw’ Ka’j

(jw+ra)(jo) ()l +a°  (af)*+a°

G(jw)H(jw) =

- El eje jwdesde 4o hasta O

aKw’ K’

G(jw)H(jw) = (jw+a)(jw)? :_(awz)z_i_ws"'(awz)z_'_we

- La semicircunferencia de radio infinito:

K
(Re+a)(Re? §

G(s=Re’)H(s= Ré’ =

donde:

R R
R ooyHD[ > 2}

por lo que:

. . K K
i = io = d im - - = lim——— =
I G(5= R JH(5= RE" = iMooy = M-

que se corresponde con el origen de coordenadas.
- La semicircunferencia de radio infinitesimal:

0
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K
(27 + 8)(£€”)’

G(s=¢cd)Hs e &)=

donde:
T
-0y @0 -—=,+—=
i [ 2 2}
por lo que:
) , -2..-2j6
limG(s = e/®)H(s= ) =lim— ~ ___=jjm X(E€T)
£.0 £.0 (591 +a)(5e1 ) £.0 a

que corresponde a una circunferencia de radio itdien sentido horario.

Con los diferentes valores #ey a podemos tener cuatro casos:

Caso 1

Si K>0 y a>0, el diagrama de Nyquist que obtenemgzartir de las
cuatro transformaciones mencionadas, es el mostexdda figura 12.16.
Como N=2 y P=0 tenemos que Z=N+P=2 distinto de cpo lo que el
sistema es inestable (N es el nUmero de vueltagedior del punto -1, §
es el nimero de polos de G(s)H(s) dentro de leetyia de Nyquist).

Caso 2

Si K>0 y a<0, el diagrama de Nyquist que obtenemgmrtir de las
cuatro transformaciones, es el mostrado en la agli2.17. Como N=1vy
P=1 tenemos que Z=N+P=2 y el sistema es inestable.

Caso 3

Si K<0 y a>0, el diagrama de Nyquist que obtenemgxmrtir de las
cuatro transformaciones, es el mostrado en la Agli2.18. Como N=1vy
P=0 tenemos que Z=N+P=1y el sistema es inestable.

Caso 4

Si K<0 y a<0, el diagrama de Nyquist que obtenemgzartir de las
cuatro transformaciones mencionadas, es el mostexdda figura 12.19.
Como N=0 y P=1 tenemos que Z=N+P=1y el sistemenestable.
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Plano G(s

ImiG(s)]

G(wl) RelG(s)
G0

G(0-)

figura 12.16

Plano G(s

figura 12.17




Plano G(s

figura 12.18

Plano G(s

ImIG(s)]

- G(wl) RelG(s)
Gl

G(i0+)

figura 12.19
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103.- Analizar, utilizando el criterio de Nyquist, la abtlidad del sistema
cuya funcién de transferencia en bucle abierto es:

K

G(S) = m

Solucién

La funcion de transferencia de lazo abierto poseg polos ubicados
en el eje imaginario, por lo que la trayectoria Ngquist que debemos de
transformar mediante G(s) no puede pasar por gllaebe tomar la forma
mostrada en la figura 12.20, donde las semicircugrfeias que bordean los
polos tienen radio que tiende a cero.
4jw
Plano s

T

€ a
|

\D

v

figura 12.20

La trayectoria de Nyquist consta en este caso tlarfos que debemos
de transformar mediante G(s).

Los tres que estan incluidos en el eje imaginawggn:
Eje jwdesde hastao
Eje jwdesde & hasta -}
Eje jwdesde -jhasta j
y se transforman mediante G(s) de la siguiente &rm
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K K
(jw)?+1 1- w?

G(jw) =

gue se corresponde con un namero real cuyo sigpertdke del valor deu
Semicircunferencia de radio infinito:
En este caso la transformacion toma la siguienteéo

: K
G(Re’ )= ——F5—
( € ) (Re]9)2+1
donde:
mToT
R- 0| ——,+—
=Y [ 2’ 2}
por lo que:

lim G(Re'? )= lim-——F5— =
RaooG( € ) Raoo(Relg)z'l'l o
es decir, la semicircunferencia de radio infinite sansforma mediante
G(s) en el origen de coordenadas.
Semicircunferencia de radio infinitesimal en toalgunto j:
En este caso la transformacion toma la siguienteéo

K

H jey —
G(J"‘SG )_(j+£eiﬁ)2+1
donde:
T
— __+_
£ OyHD[ > 2}
por lo que:

. . 0N — 1; _
MG+ 2e*) = i oy =

. K
- !sm(—1+ % +2jee? +1)
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K K
=lim . — =lim— - 0=
EIHO(EZeJ” +2 jeel?) slaoee”(se'g +2)
— i K _. L a-1.-j6
_L|m)£e192j—L|[n(J( j€ e )

gue nos indica que la semicircunferencia de serditihorario en torno al
punto j se transforma mediante G(s) en otra seguciferencia de radio
infinito y de sentido horario.

Semicircunferencia de radio infinitesimal en toalgunto -j:

Este caso es similar al anterior y obtenemos quieagesforma en otra
semicircunferencia de sentido horario.

Uniendo las seis transformaciones obtenemos quealgectoria de
Nyquist se transforma mediante G(s) en la curvatrada en la figura
12.21, donde podemos observar que para cualquidorvde K, la
trayectoria en el plano G(s) da una vuelta completasentido horario en
torno al punto -1, por lo que N=1. Como P=0 y Z=P=N podemos
afirmar que el sistema es siempre inestable paedouer valor de K.

Plano G(s

Im[G(s

(i+) G (—oj) G[i)

0

figura 12.21
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104.- Analizar, utilizando el criterio de Nyquist, la abtlidad del sistema
cuya funcién de transferencia en bucle abierto es:

_ K
G(s) = (2+1)°

Solucién

La funcion de transferencia de lazo abierto poseecacpolos y todos
ellos estan ubicados en el eje imaginario, por lee da trayectoria de
Nyquist que debemos de transformar mediante G(spusale pasar por
ellos y debe tomar la forma mostrada en la figura22, donde las
semicircunferencias que bordean los polos tienéorgue tiende a cero.

e Plano :

figura 12.22

La trayectoria de Nyquist consta en este caso ttarBos que debemos
de transformar mediante G(s):

- Los cuatro que estan incluidos en el eje imagmawson:

Eje jwdesde j0 hasta j

Eje jwdesde hastao

Eje jwdesde & hasta -}

Eje jwdesde -jhasta jO
y se transforman mediante G(s) de la siguiente &rm

323



Automatica: problemas resueltos

K j

CUD = oG+ T w0

que se corresponde con un ndmero imaginario puro.
- La semicircunferencia de radio infinito. En estaso la
transformacion toma la siguiente forma:

. K
j6y = : .
G(Re™ )= Re7 (Re” §+17
donde:
/o

- —— =

R ooyHD[ > 2}
por lo que:

- K
lim G(Re'? )= lim — . =0
Am & )= Re’ (Re? f+17%
es decir, la semicircunferencia de radio infinite sansforma mediante
G(s) en el origen de coordenadas.
- La semicircunferencia de radio infinitesimal enrrto al origen. En
este caso la transformacion toma la siguiente forma

K

19y = — :
G(£e ) ;Eje((geje)z_i_l)z
donde:
T
- —— =
£ OyHD[ > 2}
por lo que:

| K
| o . _
e = I e (e +1)7 S b e (%) + 1)

. K . -
=lim— =limKe™e e
£

-0 ge!
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gue nos indica que la media circunferencia de genéintihorario en torno
al origen se transforma mediante G(s) en otra mediaunferencia de
radio infinito y de sentido horario.

- La semicircunferencia de radio infinitesimal enrto al punto j. En
este caso la transformacion toma la siguiente forma

K

i 19y = _ -
G(J+£e ) (J +£eJ6)((j+£e16)2+1)2
donde:
T
- -+
£ OyHD[ > 2}
por lo que:
lim G(j +&e'?) =lim : K__ =
£-0 -0 (jee?)((j+ee?) +1)°
. K
=lim — . _ — =
e-0(j+eel?)(-1+£%'% +2jeel? +1)?

“lim—— K

£.0 j(4£2ej26)

gue nos indica que la media circunferencia de genéintihorario en torno
al punto j se transforma mediante G(s) en una cifetencia de radio
infinito y de sentido horario.

- La semicircunferencia de radio infinitesimal enrto al punto -j. Este
caso es similar al anterior y obtenemos que se sftama en otra
circunferencia de sentido horario.

Uniendo las ocho transformaciones obtenemos quealgectoria de
Nyquist se transforma mediante G(s) en la curvatrada en la figura
12.23 donde podemos observar que para cualquieorvae K, la
trayectoria en el plano G(s) da dos vueltas conaglen sentido horario en
torno al punto -1 por lo que N=2. Como P=0 y Z=P+R=podemos
afirmar que el sistema es siempre inestable paedguer valor de K.
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__Plano G(s

mIG(s)| G(0-

figura 12.23




105.- Un sistema de control de lazo cerrado con realirmeidin unitaria,
presenta una funcién de transferencia de lazo &bieon un retardo en la
forma:

-Ts

S(s+1)(st 2

Encontrar el valor limite del retraso T, tal que slstema sea estable.
Si T=1, calcular el margen de ganancia y el marge®a fase.

G(9 =

Solucién

El limite de estabilidad lo encontraremos con laandiciones de
modulo y fase dadas por:

G(jw)| =1
0(G(jw) = -18C
De la condicién de médulo obtenemos que
:| e |: 1 1
ljajw+1)(jw+2)| " Jow' + (20— )2

G(jw)

cuyas 6 soluciones son:

@, , = *197j
w,, =+113j
w, =044ad /s
w, =-044

pero solows es valida por ser real y positiva.
La condicion de fase se traduce en que:

-Tjw
e ]

o )(wr2)

-180°

es decir:
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w
-57.3Tw- 90- arctgw - arct$ =-180°
w=ay

por lo que T=2.09s es el valor critico de tiempo rd&gaso para que el
sistema sea estable.

Si T>2.09s el sistema es inestable y si T<2.0%stble.

Para obtener el diagrama de Nyquist, debemos toansir mediante
G(s) la trayectoria de Nyquist mostrada en la fegd2.1.

La transformacion del ejeghace que:

| ~Tjw

Tliajw+1)(jw+2)

1
J9w'* + (2w - w®)?

G(jw)

OG( jw) = -57.3Tw - 90— arctgw - arct%

Para a=0 el mdédulo tiende a infinito y la fase a -90°wandowtiende
a infinito, el moédulo se va a cero y la fase a nsenfinito.

El diagrama de Nyquist de G(s) se muestra en lardigl2.24, donde
observamos que para T<2.09 (T=1.8) el punto -1 quieetra de la espiral
(N=0) por lo que Z=N+P=0 y el sistema es establer Rl contrario, si
T>2.09 (T=5) el punto -1 queda dentro de la esp(ifd0) por lo que Z>0
y podemos afirmar que el sistema es inestablerffid@.25). Si T=2.09 la
trayectoria pasa por el punto -1 segun vemos diglaa 12.26 y el sistema
esta al limite de la estabilidad.
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Plano G(s

Imr;G(s)l

15¢

Re[G(s)

-0.51
-1r
-1.57
-2 .
-2 il 0 1 2
figura 12.24
: Plano G(s
5 T
ImIG(s)]
N iy .
RelG(s)
-5 !
-5 10 5
Real Axis
figura 12.25
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) Plano G(s
ImIG(s)]
15 g
1
0.5 /_\D
5 RelG(s)
0 1 2

figura 12.26

Para calcular el margen de fase cuando T=1, debeaftsner cuanto
le falta a la fase para valer -180° cuando el médig¢ G(rJ) sea uno. Como
esto se produce cuande=0.44rad/s, obtenemos que el margen de fase es:

-180 & 28°

w=ay

w
MF = {— 57.3Tw—- 90— arctgw - arct%}

Para el margen de ganancia debemos obtener cuantfalta a la
ganancia para valer 0 db cuando la fase este pasagud -180°.

La frecuencia para la cual la fase vale -180° s&este resolviendo la
ecuacion:

-57.3v- 90- arctgw - arct% =-180°

cuya solucién es=0.66rad/s.
Conociendo esta frecuencia, podemos obtener el enadg ganancia
como:

1
V9w + (20, - @)’

MG = 20log1Q(1- ) =4.43b
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106.- Considerar el sistema con realimentacion unitarigy& funcion de
transferencia de lazo abierto es:

G(s) = KeP-89(s+1).
Utilizando el diagrama de Nyquist, determinar ellga critico de K
para la estabilidad.
Solucion

El limite de estabilidad lo encontraremos con lamndiciones de
moddulo y fase dadas por:

G(jw) =1
0(G(jw) = -18C
De la condicién de médulo obtenemos que:

_ [Ke®®®| K

| iCU+1|_ V1+ @

G(jw)| =1

cuyas 2 soluciones son:
@,=+VK?-lrad/s

La condicién de fase se traduce en que

Ke—O.Sja)
jw+l

U =-18C¢

es decir:
— 4584 - arctgw = - 18C°
dondew=2.45rad/s es el menor valor positivo que cumptandiecuacion.
De la ecuacion obtenemos que el valor critico plaraestabilidad es

K=2.65.
Si K>2.65 el sistema es inestable y si K<2.65 ésbds.

331



Automatica: problemas resueltos

Para obtener el diagrama de Nyquist, debemos toansir mediante
G(s) la trayectoria de Nyquist mostrada en la fega2.1.
La transformacion del ejeghace que
kel K
ljw+1] 1+o?

G(jw)|

OGja) = 4584« — arctgw

Para w=0 el modulo es K y la fase -0° y cuangdiende a infinito, el
modulo se va a cero y la fase a menos infinito.

El diagrama de Nyquist de G(s) se muestra en lardidl2.27, donde
observamos que para K<2.65 (K=1) el punto -1 quégsa de la espiral
(N=0) por lo que Z=N+P=0 y el sistema es establer Rl contrario, si
K>2.65 (K=4) el punto -1 queda dentro de la espifidb0) por lo que Z>0
y podemos afirmar que el sistema es inestableréid@.28). Si K=2.65 la
trayectoria pasa por el punto -1 segin vemos efiglara 12.29 y estamos
al limite de la estabilidad.

Plano G(s

0.8

ImIG(s)

0.6
0.4}

figura 12.27
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figura 12.28
Plano G(s
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figura 12.29
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107.- Analizar, utilizando el criterio de Nyquist, la abtlidad del sistema
con realimentacion unitaria y cuya funcion de trimencia en bucle
abierto es:

K
S +1)*(S+4)°

G(s =

Solucién

La funcion de transferencia de lazo abierto poseeeopolos y todos
ellos estan ubicados en el eje imaginario, por lee da trayectoria de
Nyquist que debemos de transformar mediante G(spusale pasar por
ellos y debe tomar la forma mostrada en la figurdonde las
semicircunferencias que bordean los polos tieneorgue tiende a cero.

w Plano :

Jl

figura 12.30

La trayectoria de Nyquist consta en este caso detraghos que
debemos de transformar mediante G(s).

- Los seis que estan incluidos en el eje imaginavison:

Eje jwdesde jQ hasta j.
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Eje jwdesde j hasta 2j.
Eje jwdesde 2j hastas.
Eje jwdesde ¢q hasta -2}.
Eje jwdesde -2jhasta -j.
Eje jwdesde -jhasta j0.
y se transforman mediante G(s) de la siguiente dorm

K _ jK
j(jo) +D((jw)?+4)° a(l-w)(4-w?)?
gue se corresponde con un nimero imaginario pura paalquier valor de
wy de donde obtenemos que:

G(jw) =

G(0. )=+ G()= @ G()=- o
G(2)= @ G(2)=j o G(jo9)=0
G(j)=0 G(j2)=j @ G(j2)=j @
G(j)=j o G(j)=j o G(0)=j

- La semicircunferencia de radio infinito:
En este caso la transformacién toma la siguienteméo

K

0y— . ‘
G(Re™) Re’ ((Re? §+1F (R& 3+4
donde:
R-o ooy HD[_IET’-FLZT}

por lo que:

lim G(Re )= lim—————— K _

Roo R-» R ((RE’ F+1F (RE¥ j+4

. K
= lim =0

R-= Re ((RE”J § (RE ) )
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es decir, la semicircunferencia de radio infinite sansforma mediante
G(s) en el origen de coordenadas.

- La semicircunferencia de radio infinitesimal enrto al origen:

En este caso la transformacion toma la siguientenéo

K

TA— _ _
)= e (ed) + (&) + 4
donde:
mo
- Ol -—+—=
E-0yé@ [ 2,+ 2}
por lo que:

K p—
e’((ed°)” +1)°((ed%)> + 4)°

limG(Re'? )= lim
£-0 £-0

—i K i K
"D el (1 (4)° e 0 e (4
que nos indica que la media circunferencia de sendéintihorario en torno
al origen se transforma mediante G(s) en otra medraunferencia de
radio infinito y de sentido horario.

- La semicircunferencia de radio infinitesimal enrto al punto j:

En este caso la transformacion toma la siguienteéo

imG(ee' + j) =lim—————— .ZK 2 0 . N2
£-0 e-0 ()" +[)(7 + )" +D)((e” +])" +4)
=lim K =
0 (gl + ) (2]’ —1+ %% +1)? (2j )’ —1+ £%€'% + 4)°
K . K

— M N2 i — ; =lim——
-0 (j)(2jee) +£%) (2jee)? + &% +3)° -0 g%

donde:

E-0y HD[—gﬁz}.
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- La media circunferencia de sentido antihorariotemo al punto j se
transforma mediante G(s) en una circunferencia ddia infinito y de
sentido horario.

- La semicircunferencia de radio infinitesimal @nrto al punto -j.

Este caso es similar al anterior y obtenemos quieagesforma en otra
circunferencia de sentido horario.

- La media circunferencia de sentido antihorarioterno al punto 2j se
transforma de forma similar a las anteriores en ynaedia circunferencia
de radio infinito y sentido horario al igual que taedia circunferencia en
torno al punto -2j.

Uniendo las doce transformaciones obtenemos queailgectoria de
Nyquist se transforma mediante G(s) en la curvatrada en la figura
12.31 donde podemos observar que para cualquieorvae K, la
trayectoria en el plano G(s) da 5 vueltas completassentido horario en
torno al punto -1 por lo que N=5. Como P=0 y Z=P+Bl=podemos
afirmar que el sistema es siempre inestable paedqeuer valor de K.

Im[G(s)] __Plano G(s

G(-j2+)
G(j2-)

figura 12.31
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Tema 13 :

Técnicas de
disenoy
compensacion
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108.- Disefiar una red compensadora para que un sisteméuegoion de
transferencia de lazo abierto

_ 5
9= (s 17(s+ 5

y realimentacion unitaria tenga un margen de ganaria MG=20dB y un
error de posicion del 10%
Solucion

Para conseguir que el sistema cumpla las espeuifices del
enunciado del problema, disefiaremos un compengadatraso de modo
que la funcion de transferencia del sistema conguknss:

K(S+i) 5
GC(S)G(9=E(S+1) (s+1)%(s+5)
8

Para calcular K, T f# seguiremos los siguientes pasos:

a) Obtenemos la funcién de transferencia de lazo derra

C(s _ 5K

R(9 (s+1)°(s+5+5K

b) Calculamos la ganancia K del sistema sin congyenis&ando el error

de posicion es del 10%. Para ello debemos de agid@orema del valor
final de la siguiente forma:

FTLC=

5K
(s+1)?(s+5+5K

¢(0) = limsR'$

donde R(s)=1/s por lo que:

o(e) 5K K
o) = =
5+5K 1+K
Como el valor de la entrada es uno, tenemos daBilxedes:
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Kk _[09 K=9
)= 1rk T\ = K=-11

pero solo la opcidn de K=9 es la correcta.

c) Obtenemos el diagrama de Bode del sistema snp&osar con una
ganancia K= 9, tal como muestra la figura 13.1 dopddemos comprobar
que el margen de ganancia es de 4dB (frecuencierd® de fase de
wy=3.3rad/s), inferior a los 20dB de la especificacipor lo que debemos
compensar el sistema en al menos 16dB aunque éonbaren 18dB para
mantener un rango de tolerancia en el comportamaei sistema.

MG=4.082 dB, (w=3.317) MF=13.7 ° (w=2.6
Ganancia(db)
100

Frecuengia (rad/

10 10° 10" 10°
Frecuencia (rad/

figura 13.1

d) Para compensar en atraso el sistema debemosmusampensador
que, por una parte no altere el diagrama de Boblgjas frecuencias para
que el error de posicion no cambie demasiado ydajhemos fijado en el
paso b, y por otra, que atenue la curva de magpawa altas frecuencias y
aumente el margen de ganancia del sistema globahtdnuacion debe de
cumplir que:
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20Iog% =-180dB = £=8

e) Para que la atenuacion que vamos a introducimadifique la
frecuencia de cruce de fasg Womaremos un valor de T dado por:
w

(o]

T 3

f) La funcion de transferencia de la red compensatiene la forma:

(s+2) o (s+D)
G(S)=5 -:I|-_ _9 i, —1 (s+033
‘ B, 1y 71, 1 (s+0.047)
(s+ T,B) (s+ 213)

f) El nuevo diagrama de Bode del sistema compeneadatraso es el
mostrado en la figura 13.1, donde observamos goegjen de ganancia es
de 20.4dB, por lo que el sistema compensado cusgieadamente las

especificaciones de partida.

Gm=20.4 dB, (w= 3.024) Pm=89.58 °. (w=0.5-
Ganancia(db)
200

200 : :
2 0 2

10" 10 10 10
Fas%(c Frecuencia (rad/

901
-180
-2701
-360 ‘ 2 0 2
10 10 10 10

Frecuencia (rad/

figura 13.2
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109.- Sea un sistema con realimentacién unitaria y cuyacibn de
transferencia en lazo abierto es:

_ 1
" (2s+1)(s+1(05s+ )

Disefiar un compensador para el sistema, tal que lkeonstante de
error estatico de posicién se&K, =9 y el margen de fase sea mayor que

25°.

G(9)

Solucion

Para conseguir que el sistema cumpla las espenifices del
enunciado del problema, disefiaremos un compensadadelanto de modo
que la funcion de transferencia del sistema conguknss:

(Ts+1 _ (T<+]) 1

G(9E(9= K " (aTs+1) (s+1)(2s+ D(05s )

(aTs+1)) (9

Para calcular K, T ¢t seguiremos los siguientes pasos:
a) Calcular la ganancia K del sistema sin compepesar que K=9.

. 1
Ko = dimy K s+ 1)(2s+ D(05s+ 3

Necesitamos que K=9 para qug=R.

b) Obtenemos el diagrama de Bode del sistema sinp&osar con una
ganancia K=9, tal como muestra la figura 13.3 dopaldemos comprobar
que el margen de fase es de 79, inferior a logl@38 especificacion, por lo
gue debemos compensar el sistema.

c) La red compensadora debe aportar una fase de:

y = MF - MF'+¢ = 25-7+5= 23

donde MF es el margen de fase del sistema compznsted es el del no
compensado § es un margen extra de compensacion.

=K=9=K=9
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MG=1.938 dB. (w=1.871) MF=7.125° (w=1.6

Ganancia(db)
50

Fase(l0 10" 10° 10
BRI Frecuencia (rad/__

10 10" 10° 10"
Frecuencia (rad/

figura 13.3
d) Calculamost como:
1-se
== 043,
1+seny

y leemos en el diagrama de Bode de la figura E8fBecuencia a la que la
ganancia vale:

K, = 20log+/a = -36db

que es la nueva frecuencia de cruce de ganandigcesn=2.1rad/s por lo
que:

1

1
T= = -=wAJa =13ad/s
w~Na T °

e) La funcion de transferencia de la red compensagk

1
(S+3) 9 (s+19)
i)'o.43 (s+3)
atl

K
G, =—
a

(o}

(s+
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f) El nuevo diagrama de Bode del sistema compensads mostrado
en la figura 13.4, donde observamos que el margefask es 17° que es
inferior a la especificacion, por lo que debemasmikuir el valor dea
afladiendo un compensador adicional de la farge8.1 y s=-1 por lo que

_ 1 (st

47 01(s+10)
Con este ultimo compensador, el diagrama de Boéérasstrado en la
figura 13.5, cuyo margen de fase es 34°, que garsple la especificacion

de partida.
Por tanto, la funcion de transferencia del sisteampensado es:

Gr1(5)=G(s)G(s)Gu(S)

MG=4.553 dB, (w=2.685) MF=16.78 deq. (w=2.C
Ganancia(dt
50
) e S
-50 :
10° 10" 10° 10"
Fase(o) Frecuencia (rad
-90T 3 g
SO P 1
2701 '
-360
10° 10" 10° 10"
Frecuencia (rad

figura 13.4
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MG=9.332 dB. (W= 6.724) MF=34.38 °. (W=3.767)

Ganancia(db)
100

10" 10° 10" 10
Erecuencia (rad/ :

10 10" 10° 10" 10°

Frecuencia (rad/

figura 13.5
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110.- Un sistema de realimentacion unitaria tiene por dén de
transferencia en bucle abierto:

35
C s+1)(s+3

Disefiar un compensador, que introducido en la cadendirecta,
haga que el sistema cumpla las siguientes espeaitiones:

Error estatico de velocidad de 1.5s

Sobreimpulso maximo del 16%

Tiempo de respuesta de 4.5s

G(9)

Solucién

Para conseguir que el sistema cumpla las espeauifices referentes al
sobreimpulso méaximo y tiempo de respuesta, deloaimplirse que:

M, =e " =016 =05
=
t = * - 45g w,. =l4rad/s
r <ra‘)l'lC

donde w es la frecuencia natural no amortiguadd& ¥s el factor de
amortiguamiento correspondientes a los polos dameésa(g,) del sistema
compensado consecuentemente, deben de estar weaado

Sie = —W &t W /1= & =-07+ 12]
Para ello, la red compensadora debe introduciresfade de:
¢. =-180-(-120- 76- 2y= &3

= -
gue nos permite asegurar que el sistema comperesaddelanto cumple la
condicion de fase para la construccion del lugar lake raices. Para
conseguirlo, ubicamos el cero de la red compenaasios=-1 lo que obliga

a que el polo esté en s=-2.4, es decir la red cosag®ra sera:
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) T s+l a=24
Ce(9= G, L1 fs+24 T T=042s
=

La funcién de transferencia de lazo abierto deesia compensado
toma por tanto la forma:

(s+1) 35
(s+24) st( s+

y como debe de cumplir la condicion de magnitud:

. 1 35 |
GT(S)|;.O.7+12j =1 = Ga (s+24) st 3)|

G (9= G,

=1

s=—0.7+12

obtenemos que la ganancia debe de gefG
Finalmente, debemos comprobar que el error estdéoeelocidad es de
1.5s. Para ello obtendremos el siguiente limite:

essv=1/ K =1/ Ii[)ns(g,( B=106 s

que es inferior al requerido en la especificacihbg), por lo que Scumple
todos los requerimientos de partida.
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111.- Sea un sistema con realimentacién unitaria y cuyacibn de
transferencia en lazo abierto es:

028"+ Q3+ 1
(s> +0.4s+ )( s+ Q5

Disefiar un compensador para el sistema, tal que lkeonstante de
error estatico de posicion se , =19, el margen de fase sea mayor que

G(9 =

60° y el margen de ganancia sea superior a 10db.
Solucion

Para conseguir que el sistema cumpla las espeuifices del
enunciado del problema, disefiaremos un compensadadelanto de modo
que la funcion de transferencia del sistema conguknss:

(Ts+1) _(Ts+1l) (028 +Q03s+ )

C(9A9= Kigrern 9= KigTsr1) (& +04s+ (s 05"

Para calcular K, T ¢t seguiremos los siguientes pasos:
a) Calcular la ganancia K del sistema sin compersando K=19.

_ (0257 + 035+ ) K
K, = lim K-— =—=
P 5,0 (s°+04s+D(stQy 05

Necesitamos que K=9.5 para qug-Kk9.

b) Obtenemos el diagrama de Bode del sistema np@&wsado con una
ganancia K=9.5, tal como muestra la figura 13.6dégmodemos comprobar
que el margen de fase es de 8°, inferior a la d&@®idn, por lo que
debemos compensar el sistema.

c) La red compensadora debe aportar una fase de:

y = MF - MF'+£=60- 8+ 3= 55°

19= K =95

donde MF es el margen de fase del sistema compznstel es el del no
compensado § es un margen extra de compensacion.
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MG=-16.41 dB. (w= 1.277) MF=8.446 ded. (w=1.¢
Ganancia(db)
50

10 10" 10° 10
Frecuencja (rad/

Frecuencia (rad/

figura 13.6
d) Calculamosr como:
_1l-seny _
1+seny

Si leemos en el diagrama de Bode de la figura EBféecuencia a la
que la ganancia vale:

K. = 20logv/a = -10db
es la nueva frecuencia de cruce de ganancia, esugeb.5rad/s por lo que:
1

aa

e) La red compensadora tiene una funcion de treersf@a definida
como:

T=

:?1:@\/5:17461(1/5
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1
_k 5"7) _95(s+179
T a i) T 01(s+17.4)
at
f) El nuevo diagrama de Bode del sistema compensads mostrado
en la figura, donde observamos que el margen danganes infinito y el

margen de fase es 80° con una frecuencia de cracgadancia de
w=2.38rad/s, por lo que el sistema compensado @usgbradamente las

especificaciones de partida.

G
(s+

MG=Inf dB, MF=80.04° (w=2.38:
Ganancia(db)
50
ot
-50 5 ‘-1 ‘ 0 ‘ 1 2
10 10 10 10 10
Fas%(')) Erecuencia (rad/
-90T
-18071
-2701
-360 * *
10° 10" 10° 10" 10°
Frecuencia (rad/
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