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1. Respuesta natural de un circuito RL

Respuesta natural
La respuesta natural de un circuito RL se puede describir a través del siguiente ejemplo:

-\
t=0 T +
Is 0 L RIV

Suponemos que la fuente de corriente independiente genera una corriente constante I, y que el
interruptor ha estado cerrado durante largo tiempo(todas las corrientes y tensiones han alcanzado
un valor constante). S6lo las corrientes constantes o cd pueden existir en el circuito antes de que
se abra el interruptor y, por tanto, la bobina se presenta como un corto circuito (Ldi/dt = 0) antes
de liberar la energia almacenada.

Antes de abrir el interruptor:

r 0] o w0 ] 7
s Ro L T RS V=0
IL=|S

Debido a que la bobina esté en corto circuito, la tensién en la rama inductiva es cero y no hay
corriente en Ry ni en R. Por tanto, toda la corriente /; de la fuente aparece en la rama inductiva.
El célculo de la respuesta natural requiere encontrar la tension y la corriente en los terminales
de la resistencia después de que se haya abierto el interruptor, esto es, después de desconectarse
la fuente y cuando la bobina empieza a liberar energfa. Si se deja que ¢ = 0 sea el instante en que
el interruptor se abre, el problema consistird en encontrar v(¢) e i(t) paraz > 0.

Parat > 0, el circuito anterior queda reducido a:

Calculo de la corriente
Para determinar i(¢), se usa la ley de las tensiones de Kirchhoff a fin de obtener una expresién

que incluya a i, Ry L. La suma de las tensiones alrededor del lazo cerrado produce:

di

L—+4Ri=0 1.1

7 (1.1)
donde se usa la convencién pasiva de signos. La ecuacién anterior se conoce como ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden, ya que contiene términos que implican la derivada
ordinaria de una incégnita, esto es, %. El orden mas alto de la ecuacién es 1, de ahi el término
primer orden. Para resolver la ecuacién, dividimos entre L, trasponiendo el término que incluye
a i al lado derecho y multiplicando después ambos lados por dt.
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Simplificando,

di R
—dt = ——i 1.2
7 dt let (1.2)
Dividiendo ahora por i:
di R
— =——dt 1.3
i L (13)

Se obtendra una expresion explicita para i como una funcién de #, si se integran ambos lados de
la ecuacion.

El uso de x e y como variables de integracién da lugar a:

i(r) R [t
/ v __R dy (1.4)
i(rg) X L Ji

donde (7)) es la corriente correspondiente a fy e i(¢) es la corriente relativa al tiempo 7. En este
caso, fp = 0. El resultado de cada integral produce:

i) _ R
In gy =~ 7' (1.5)

Utilizando la definicién de logaritmo natural:

i(r) = i(0)e~ (L) (1.6)

Calculo de i(0)

Como no puede haber un cambio instantdneo de la corriente de la bobina entonces, en el
primer instante después de abrirse el interruptor, la corriente en esta misma es invariable. Se
utiliza 0~ para denotar el tiempo justo antes de la conmutacién y 0T para el instante que sigue
inmediatamente después, entonces:

i(07)=i(0") =1 (1.7)

donde Ij es la corriente inicial en la bobina. La corriente inicial presenta la misma direccién que
la direccion de referencia de i. Asi, la ecuacion se convierte en:

i(t)=Ie D" >0 (1.8)

La ecuacién muestra que la corriente empieza en un valor inicial /y y decrece exponencial-
mente hacia 0 conforme ¢ aumenta.

i(t)]

lo

—

t

Deducimos la tensién en la resistencia del circuito a partir de la aplicacién de la ley de Ohm:

v=iR=IRe 1"  t>0" (1.9)
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La tensién se define sélo para t > 0, no en ¢t = 0. La razén es que en O ocurre un salto en
escaldn de la tension. Para ¢ < 0, la derivada de la corriente es 0, por lo que la tensién también lo
es (Este resultado se obtiene de v = L% = 0). De tal modo:

w(07)=0  v(07)=KR (1.10)
donde v(0™) se obtiene de la expresion [1.9|parat=07.
Célculo de la potencia

Se obtiene la potencia disipada en la resistencia a partir de cualquiera de las siguientes ex-
presiones:

2
p=vi p=i’R o bien p:% (1.11)
Sin importar la forma que se use, la expresion resultante es:
p=I3Re 2R/ > F (1.12)

Calculo de la energia
La energia que se entrega a la resistencia durante cualquier intervalo después de abrirse el

interruptor es:
!
w = / pdx
0

— / l 2R 2R/ gy
0

_ L o ow/Ly
= rR/L)IOR(l e )
= %ug(lfﬁ(’*m’) t>0 (1.13)

Constante de tiempo
La expresién para i(r) incluye un término de la forma e~
es la constante de tiempo del circuito:

R/L)t "E] reciproco de este cociente

L
T = constante de tiempo = ? (1.14)

Mediante la constante de tiempo, escribimos las expresiones para la corriente, la tensién, la
potencia y la energfa:

ity = Ie/* >0 (1.15)

v() = LRe'T >0t (1.16)

p(t) = LR >0 (1.17)
1

w(t) ELzrg(l —e7 2T >0 (1.18)

Caracteristicas

La constante de tiempo es un parametro importante en los circuitos de primer orden, por
lo que vale la pena mencionar sus caracteristicas. Primero, hay que pensar en el tiempo que
transcurre tras la conmutacion en términos de multiplos enteros de 7. Una constante de tiempo
después de que la bobina ha empezado a liberar su energia almacenada hacia la resistencia, la
corriente se ha reducido hasta e~ !, o aproximadamente 0,37 de su valor inicial.
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La tabla siguiente nos proporciona el valor de e/t para multiplos enteros de T de 1 a 10.

—1/T t —1/T

t e e
T 3,6788-1007 6t 2,4783-107°
2t 1,3534-100' 7t  9,1188-107*
3t 49787-1072 8t 3,3546-107*
4t 1,8316-1072 97 1,2341-107*
5t 6,7379-1073 10t 4,5400-107°

Cuando el tiempo transcurrido excede 5 constantes de tiempo, la corriente es menor que 1% de
su valor inicial. A veces se afirma que 5 constantes de tiempo después de ocurrir la conmutacion,
las corrientes y las tensiones han alcanzado sus valores finales.

Por tanto, en los circuitos de primer orden, “mucho tiempo” indica que han transcurrido 5 o
mds constantes de tiempo. La existencia de corriente en el circuito RL que estamos estudiando, es
un suceso momentaneo que se conoce como respuesta transitoria del circuito. La respuesta que
existe mucho tiempo después de que ha ocurrido la conmutacién recibe el nombre de respuesta
de estado permanente. La frase mucho tiempo equivale al tiempo que tarda el circuito en
alcanzar su valor de estado permanente. Cualquier circuito de primer orden se caracteriza, en
parte, por el valor de su constante de tiempo. Si ésta no se puede calcular mediante ningin
método, se puede determinar su valor a partir de la gréifica de la respuesta natural del circuito.

Otra caracteristica de la constante de tiempo es que proporciona el tiempo requerido para que
la corriente llegue a su valor final, si la corriente sigue cambiando a su tasa inicial. Esta es una
variacién que sigue una linea recta. Para ello, evaluamos di/dt en 0" y se supone que la corriente
contintia cambiando a este ritmo:

— (0" ===l =—— (1.19)

Después de esto, si i empieza como Iy y disminuye a una tasa constante de Iy/7, la expresion

para i serd:
I
izm—gt (1.20)

Esta ecuacion indica que i alcanzara su valor final de 0 en 7 segundos.

La figura siguiente muestra como la interpretacidn grafica resulta ttil en la estimacién de la
constante de tiempo de un circuito a partir de la grafica de su respuesta natural.

i(t)

Una gréfica de este tipo se puede generar en un osciloscopio midiendo la corriente de salida. El
dibujo de la tangente a la grafica de la respuesta natural en ¢ = 0 y la lectura del valor en el cual
la tangente corta al eje de tiempo, producen el valor de 7.

Resumen del célculo de la resp. natural RL
El célculo de la respuesta natural de un circuito RL se puede resumir asi:

= Se determina la corriente inicial i(0), a través de la bobina.

= Se encuentra la constante de tiempo del circuito.
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= Se utiliza la ecuacién i(t) = Ipe '/ para generar i(r) a partir de i(0) y .

El resto de corrientes y tensiones en el circuito se pueden obtener a partir de i(z).
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2. Respuesta natural de un circuito RC

Respuesta natural RC
La respuesta de un circuito RC es andloga a la de un circuito RL. La respuesta natural de un
circuito RC se puede determinar a partir del siguiente ejemplo:

V, Y‘io—% R
T

won

Suponemos que el interruptor ha estado en la posicién “a"por mucho tiempo, lo que permite
que el lazo formado por la fuente de tensién constante, Vg, la resistencia R; y el condensador C
alcancen una posicién de estado permanente.

Hay que tener en cuenta que el condensador se comporta como un circuito abierto cuando se
le aplica una tension constante. De tal modo, la fuente de tension no puede sostener una corriente
y, por ello, la tensién de la fuente aparece en las terminales del condensador. Debido a que no
hay cambio instantdneo de la tensién en los terminales de un condensador, el problema queda
reducido a resolver el siguiente circuito:
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Deduccion de la expresion de la tensidon
Podemos encontrar facilmente la tensién v(r) pensando en términos de tensiones en los nu-
dos. Utilizando el nudo inferior de R y C como nudo de referencia y sumando la corriente que se

aleja del nudo superior:
dv v
C—+—-=0
dt R
Se usan los mismos métodos matemadticos que con los circuitos RL para obtener la solucién a
v(t). Por tanto, tenemos que:

v(t) =v(0)e /RE >0 2.1)

Como se ha determinado antes, la tension inicial del condensador es igual a la tensién de la
fuente de tensién Vg, o
v(07) =v(0) =v(0") =V, =Vj, (2.2)

donde Vj es la tension inicial en el condensador. La constante de tiempo para el circuito RC es
igual al producto de la resistencia y la capacidad:

T=RC 2.3

eft/RC

Si sustituimos estas expresiones en v(r) = v(0) , obtenemos:

v(t)=Voe T 1>0

2.4)

La respuesta natural de un circuito RC es una caida exponencial de la tensién inicial. La
constante de tiempo RC es un pardmetro que regula la velocidad a la que decrece la tension.
La siguiente grifica representa la ecuacién de v(¢) y la interpretacion grafica de la constante de
tiempo.

—

Potencia y energia
Tras calcular v(¢), podemos obtener i(z), p(¢) y w(z):
)

i(t)y = %:%e*’/’ t>0" (2.5)
2
pt) = vi:%’e‘z’/f t>0" (2.6)
t
w(t) = /pdx:/ 0 (=27
JO 0
1
= 5cvoz(l—e*Z’/f) 1>0 2.7
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Resumen del célculo de la resp. natural RC
El célculo de la respuesta natural de un circuito RC se puede resumir en:

= Determinar la tension inicial V(0), en el condensador.
= Encontrar la constante de tiempo en el circuito.

» Utilizar la ecuacién v() = Voe /T para obtener v(z) a partir de Vp y .

EJTEMPLO 1,3

—_————
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3. Respuesta al escalon de circuitos RL 'y RC

Respuesta escaldn de un circuito RL
Para empezar el andlisis de la respueta al escalén se modifica el circuito de primer orden
afiadiendo un interruptor.

Vamos a expresar la tension en la bobina después de cerrarse el interruptor en términos de la
corriente. 6.28

Usamos el andlisis de circuitos para obtener la ecuacién diferencial que describe al circuito
en términos de la variable de interés y luego se usa el cédlculo elemental para resolver la
ecuacion. Después de cerrarse el interruptor, la LTK impone:
di
Vs=Ri+L— 3.1

N d t 9 ( )
que se puede resolver para la corriente, separando las variables i y después integrando. El
primer paso en este método es resolver la ecuacién para la derivada di/dt:

i R{ V,
_ KL% 2
i~ L (’ R) (3:2)
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Se puede escribir también como:
R Vi
di=—— (i—‘> dt (3.3)

A continuacion, integraremos ambos lados de la ecuacion. Para ello, usamos x e y como variables
de integracién y obtenemos:

di

i—(Vs/R) L

| =

dr. (3.4)

Integrando:

s @3

donde Ij es la corriente en ¢ = 0 e i(¢) es la corriente en cualquier # > 0. En este caso concreto
Ip = 0, pero lo dejamos asi indicado para tener en cuenta el caso genérico en el que haya energia
almacenada inicialmente en la bobina.

Efectuando la integracion:

i(t) — (Vs/R R
o0 —-(/R) R 3.6)
Io—(Vs/R) L
De la ecuacién anterior deducimos:

i(t) = (Vs/R) _ —r/in

Io—(Vs/R)
o bien,
, Vs Vs\ —r/Ly
t)=— Iy—— 3.8
i) =+ (1= )e 8
Cuando la energia inicial en la bobina es 0, Iy es 0. Por ello, la ecuacién queda reducida a:
iy = % Vs mwyiy
t 3.9
i(1)= 2~ e (39)

Esta ecuacion indica que después de que el interruptor se ha cerrado, la corriente aumenta
desde 0 hasta un valor final de V;/R. La constante de tiempo del circuito, L/R determina la
velocidad de crecimiento. Una constante de tiempo después de que se ha cerrado el interruptor,
la corriente habré alcanzado aproximadamente el 63 % de su valor final o,

Vo Vi Vi

i(T — — ~ 0, 6321 — 3.10
i(r) =2~ e (3.10)
Si la corriente continua aumentando a su velocidad inicial, alcanzaria su valor final en t = 7, esto
es debido a que:
di Ve [ —1 i/t Vi —t/t
= =2 3.11
i~ R ( T ) ¢ R¢ 1D

La velocidad inicial a la que aumenta i(¢) es:

di Vs
E(O) =7 (3.12)
Si la corriente va a continuar aumentando a esta velocidad, la expresion para i sera:
= %t (3.13)
A partir de esto,ent =7
i= %1% = % (3.14)
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En la gréfica siguiente vemos reflejados estos valores:

=<

0.632% i) =% — e

T 2t 37 4r 5tT

La tensién en una bobina es Ldi/dt. Usando la expresion:

i(r) = %Jr (10 - ‘;) e R > of (3.15)
se obtiene
v(t) =L (—ﬁ) (10 - ‘I/;) e~ R/ — (v, — [hR)e~ (R/L)! (3.16)

La tensién de una bobina es 0 antes de que se cierre el interruptor. La ecuacidn anterior indica
que la tensién de la bobina asciende hasta V; — IpR en el instante en que el interruptor se cierra y
luego decae exponencialmente hasta 0. El sentido que tiene el valor de v(¢) ent = 0T es debido a
que la corriente inicial es Iy y la bobina evita un cambio instantdneo en la corriente, la corriente es
Iy en el instante posterior en que el interruptor se ha cerrado. La caida de tensidn en la resistencia
es IpR, y la tensién aplicada en la bobina es igual a la tensién de la fuente menos la caida de la
fuente, esto es, V; — IpR. Cuando la corriente inicial es 0, la ecuacién anterior se simplifica a:

V() = Ve~ R/ (3.17)

Si la corriente inicial es 0, la tensién en la bobina es V;. También se espera que la tensién
de la bobina se acerque a 0 cuando ¢ aumenta,debido a que la corriente en el circuito se estd
aproximando al valor constante V;/R. En la figura siguiente se representa la tensién y la relacién
entre la constante de tiempo y la tasa inicial a la cual estd disminuyendo la tensién en la bobina.

_Y(t)

v(t) = Vee (/L

0.367V, [ v(t) = Ve — BVt

t

m—

Si hay una corriente inicial en la bobina, la ecuacién

i(1) = %+ <10 - ‘;‘) e (R/L) (3.18)

proporciona una solucién para ella. El signo algebraico de Iy es positivo si la corriente inicial
estd en la misma direccion que #; de otro modo, Iy tendrd signo negativo.

6-18

6.34

6.35

6.36




=3 3.5 o ko
Egskgéfigsi;;;;;:iffw\_ ¢>6kaﬂL 2 b a

+ +
WA b e l=o f;,m o =24V 0] VB 200mH fon SA
Walw )4‘ oo a e Munea 1

uaecomfia‘omyt

aa/cmp‘a la (eorieads o bn bobina mo s ifemampe
Munca -
<) Caleadac  ((F) para t=o0

-y ow s

t <o ((07)= -8A

M camdion oA inlemuptn, 1(07)= ilo7) =& Huia
se tewe A voanfy:

L oz HL
24V 'T‘ v V 200mH

— —

EM Mfl L[/Louil(o/ Wd» t —>e0 , VO £
C— 24 _qzr, A (o) = L2 A

2
La de‘wn‘fe /s *hwo @1
T = —L:‘ = 200 lo = A0 an $
R 2
£[+) = 6[ ;? (l‘lQMC L;VVUV( }ew?‘f_

6-19



b) ¢ Que tewpom il ae lmmdwcc en n bobina

}\Mf‘v W e %M A ;WMM />o\4—L a "A"?

;Lﬂ(’i :92.7{ - —/Uf =
/(] e I %—F/n 0e )

~lot _ 19t
= 0,1/7/0(7@0):%e vV, tzot

viot) = Yol

“Ti oo te wndlado e« ter i nos
/()p(,qjtﬂ ﬁmﬁw&«; Sl cacwilo !
Up oo Le LTK i i~
i Ohm R oavufm&
A weritads 4

conriabende  Cht

wwfwfum‘m LA hreato.

‘) ¢ Coonho mclisegundos han L taamscwsin pana
v=2y V7!
Q-

También es posible describir directamente la tensién v(¢) en la bobina, no sélo en términos de la
corriente del circuito. La tensién en la resistencia es la diferencia entre la tensién de la fuente y
de la bobina.

"(I):%—VI(TO’ (3.19)



donde V; es una constante.
Derivando con respecto al tiempo:

di 1dv
T 3.20
dt R dt (3:20)
Si se multiplica por L la expresion anterior, lo que hay a la izquierda es la tensién en la bobina,
Ldv
1)=———. 3.21
W) =-2 (321)
Ahora se puede simplificar, despejando v:
dv R
— 4+ —-v=0. 3.22
T 6:22)
Cuando obtuvimos la ecuacién diferencial para la corriente de la bobina, se lleg6 a:
di
Vi =Ri+L— 3.23
s 1+ dr ( )
Ahora, esta ecuacidn se reescribe como:
di R. V
i 3.24
a I L .24
d R di R V,
Se puede observar que las ecuaciones d—: + V= Oy d—; + Zi = f tienen la misma forma.

Cada una es igual a la suma de la primera derivada de la variable y una constante por la variable

.. dv R
a un valor constante. En la ecuacion — + —v = 0, la constante en el lado derecho resulta ser 0.
En ambas ecuaciones, la constante que multiplica la variable dependiente es el reciproco de la
constante de tiempo, esto es,R/L=1/7.

Respuesta al escalén de un circuito RC
Es posible encontrar la respuesta al escalén de un circuito RC de primer orden analizando el

circuito de la figura:
t=0
=~
¥ l

i
+
R C—F Ve

Para esto, calculamos el equivalente Norton de la red conectado al condensador equivalente.
Sumando las corrientes que se alejan del nudo superior se obtiene la ecuacién diferencial:

av., V.
C — =1, 3.25
7 TR b (3.25)
Si ecuacién la dividimos por C,
av, V. I
— == 3.26
dt + RC C ( )

. .. di R. V, .
La comparacién de esta ecuacién con 7 + Zz = ZS’ revela que la forma de la solucién para V; es
la misma que la de la corriente en el circuito RL. Por tanto, al sustituir simplemente las variables

y coeficientes apropiados puede escribirse directamente la solucién para V.. La transformacién
requiere que I sustituya a V;, que C reemplace a L, que 1/R sustituya a R y que V) reemplace a
Iy. Obtenemos:

Ve(t) = LR+ (Vo — I,R)e /%€ >0 (3.27)
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Una deduccién similar para la corriente en el condensador produce la ecuacién diferencial:
di 1

Yy izo 328
4t T RC (3.28)

. . . dv R . .
La ecuacién anterior tiene la misma forma que o + ZV =0, por lo que la solucién para i se

av., V. I
obtiene utilizando las mismas transformaciones utilizadas para la solucién de tL + i = é
Por lo tanto, la solucion es
%
i= <Is - RO) et/RC >0t (3.29)

donde V) es el valor inicial de V., la tension en el condensador.

£ 16

£l fmfbvmfbu ha M/%éfovm 4 /mfu/w/w‘ hewdpo . tn

=0 o oonueve a 2 .

4) Cal catar V,,Cf’} VW"“’- t=o

El valn imical GV, ae el 2130 v

}’—3‘3/13;» 1 +

hov 60k 1 ==\, (07)

\/o(/O’) = o ’_,_6__0..........__=30V
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4. Una solucién general para las respuestas de escalén y

natural
Solucién general
El método general para determinar ya sea la respuesta natural o la de escalén de los circui-

tos RL y RC de primer orden que se muestran a continuacién, se basa en que sus ecuaciones
diferenciales son las mismas.

I:{Th

VWA +
T v
Vi, L

Bobina conectada a un equivalente Thevenin

i

Bobina conectada a un equivalente Norton

6.43

Condensador conectado a un equivalente Thévenin

6-24



In Ry

]
1

Condensador conectado a un equivalente Norton

Para generalizar la solucién de estos cuatro posibles circuitos, suponemos que x(¢) representa la
cantidad desconocida, asigndndole cuatro valores posibles.

Estos valores pueden representar la corriente o la tension en las terminales de una bobina o la
corriente o la tensién en las terminales de un condensador. La ecuacién diferencial que describe
cualquiera de los cuatro circuitos es:

dx x

—+-=K 4.1

a7 K 4.1
donde el valor de la constante K puede ser 0. Debido a que las fuentes en el circuito son tensiones
y/o corrientes constantes, el valor general de x serd constante, esto es, el valor general debe
cumplir la ecuacién anterior, y cuando x alcanza su valor final, la derivada dx/dt debe ser 0.

d
Resolvemos la ecuacién —): + ; = K separando las variables, empezando por la solucién
para la primera derivada.
dx —x —(x—Kt) —(x—xy)

— = K= = . 4.2
dt 1:Jr T T 4.2)

Multiplicando ambos miembros por dt:

—_— 4.3)

Ahora se integra la ecuacién y se emplea 7y como limite inferior y # como limite superior.

El tiempo fy corresponde al momento de la conmutacién u otro cambio. Anteriormente, se
supuso que fy = 0, pero este cambio permite que la conmutacién ocurra en cualquier momento.
Utilizando u y v como variables de integracidn se obtiene:

x (1) 1/t
/ du _ 1 [ (4.4)
x(to) U—Xf T Jy
El resultado es:
x([) :xf+[x([0) _xf]e*(l‘*l())/f (45)

El resultado se puede expresar en general como

Variable = Valor final Valor inicial _Valor final X
desconocida variable variable variable

(r — tiempo conmut.)

€

cte. tiempo
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Pasos a seguir
= Identificar la variable de interés para el circuito: Para circuitos RC resulta mas conveniente

elegir la tensidn capacitiva; en el caso de circuitos RL, es mejor la corriente inductiva.

= Determinar el valor inicial de la variable, el cual corresponde al valor en fy: Si se elige
la tensidn capacitiva o la corriente inductiva como la variable de interés, no es necesario
distinguirentre t =1, yt = tar (esto es debido a que ambas son variables continuas). Si se
elige otra variable, es necesario recordar que el valor inicial se define en t = to+ .

= Calcular el valor final de la variable, el cual es el que corresponde cuando ¢ — oo.

= Calcular la constante de tiempo para el circuito.
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5. Respuesta no acotada

Respuesta no acotada

En algunas ocasiones podemos considerar circuitos en los que la respuesta, tensién o co-
rriente, aumenta exponencialmente en vez de disminuir. Este tipo de respuesta se conoce como
no acotada, porque no conocemos a priori el valor mdximo. ;Cémo es posible que se produzcan
este tipo de respuestas? Sélo se pueden dar si el circuito incluye fuentes dependientes que lo
permitan.

Formulacion

En la formulacién del método, la tnica diferencia es que el circuito equivalente conectado a
la bobina o condensador tendrd una resistencia negativa. Este circuito equivalente no representa
un circuito real y aparece por las fuentes dependientes del circuito. Para resolver la ecuacién
diferencial no se puede usar el método general del apartado anterior. Se usard la separacion de
variables.
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6. Respuesta al impulso unidad de circuitos y sistemas de
primer orden

De vuelta al impulso

Aunque 8(¢) no existe en la prictica es util para comprender los circuitos. Supondremos
circuitos que se pueden alimentar con estas funciones. En una bobina, iy (¢) # 0(t), pero si po-
driamos imaginar v () = 6(¢). Se produciria un salto en iz (¢):

1o 1
iL(0%)—i(07) =~ o(t)dt = —. (6.1)
L Jo-
Igualmente, en un condensador, con ic(7) = §(¢):

1 /0" 1
=C o O(t)dt =

ve(07) —ve(07) o (6.2)

En estos casos i (07) # i (01) y ve(07) # ve(07).

Calculo de A(t)

La respuesta al impulso unidad o respuesta impulsional es la salida de un circuito cuando
lo alimentamos con una fuente de valor 8(¢). En los cdlculos, se supone que no hay energia
almacenada inicialmente. La variable de salida (tensi6én o corriente) se la suele denotar por A(t).
Se cumple que la respuesta impulsional es la derivada de la respuesta escaldn: si derivamos la
entrada, obtenemos a la salida la derivada.

La respuesta impulsional, una vez determinado el valor inicial de iz o v¢ se obtiene como la
respuesta natural. Hay que observar lo que ocurre en ¢t = 0, teniendo en cuenta las condiciones
que imponen los elementos acumuladores de energia.
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7. Convolucion

Muestreo
Al tratar el impulso unidad se consideré como el caso limite de un pulso cuadrado de duracién
A'y area unidad. En la figura siguiente se representa esta sefial.

£,(t)

1/A

A t

Podemos suponer que esta sefial representa la tensidn o la corriente de alimentacién de un circuito
lineal. ;Serd muy diferente la salida de un circuito con esta entrada a la respuesta impulsional?
En la practica son parecidas si A es mucho menor que la menor constante de tiempo del circuito.

Aproximacién de la entrada
Supongamos que el circuito estd alimentado por una fuente con una funcién genérica fj, (7).

in t)

Utilizando las muestras de una sefial, en general aproximamos esta funcién por otra f;, ().
Los valores en ¢ = kty de la funcidn se utilizan para reemplazar la sefial de entrada por su apro-
ximacion.

Reduciendo la duracion
La funcién f;, se aproximard a f si los rectagulos son estrechos. Consideremos sélo un rec-
tangulo. Su drea serd to - fi, (kto).

Podemos pensar en reducir la anchura del rectingulo sombreado a la vez que se aumenta la
altura. Si la anchura de los pulsos es mucho menor que la constante de tiempo del circuito, la
solucién no variard mucho.
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La sefial, tras reducir la anchura de los rectdngulos manteniendo el drea, serd un conjunto de
pulsos mds altos:

-

atl] \“

kto (k4 1)t

Este proceso se puede continuar hasta que la altura de cada pulso sea infinita y la anchura
infinitesimal. Hemos llegado de nuevo a la funcién 6 (z).

Aplicando las deltas a un circuito

El drea correspondiente a un impulso en, por ejemplo, t = T es f;,;(7) o, lo que es lo mismo,
fin(T)AT. Ahora suponemos que este tren de impulsos se aplica a la entrada de un circuito. En
la salida tendremos replicas de la respuesta impulsional desplazadas y multiplicadas por el valor

Sin(T).

Para cada impulso, la entrada es: f;,,(7)5(r — T)AT, mientras que la salida es: f;,(7)h(t —
T)AT. En la figura lo que tenemos realmente es un sumatorio de funciones 8(¢) desplazadas. La
salida serd, por tanto, un sumatorio de respuestas impulsionales desplazadas:

Entrada =Y’ f;,(7)8(t—7)At  Salida=" fin(7)h(t — T)AT (7.1)

Finalmente, para que la aproximacion sea tan buena como sea posible, consideremos fy — 0.
En el limite, AT — dty Y, — [. Utilizando la definicién de 6(z), la entrada es:

Fult) = :” Fun(0)8(t = T)d7 (7.2)
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La expresion de la convolucion
La salida y(z) es, por lo tanto:

sy = [ alent—v)az 1.3)

La forma mas comun de expresar esta operacion es mediante un asterisco, que no debe confun-
dirse con el producto:

¥(t) = fin(t) = h(7) (7.4)
Se dice que y(¢) es la convolucién de f;,(¢) v h(z).

Esta operacién es conmutativa (se puede demostrar con un cambio de variable en la integral),
por lo que se puede escribir:

Y(t) = fin(t) x h(1) = h(t) * fin(1) (1.5)

Simplificaciones

Una simplificacion importante es que trabajaremos con circuitos lineales que son causales,
asi que la integral de convolucioén serd entre 0 y ¢. Otra simplificacién que se utiliza mucho en la
practica es la interpretacion gréfica que se hace de la convolucion.
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