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Como un ejemplo de una fuerza variable, conside-
remos un resorte que actiie sobre una particula de masa m
(Fig. 8). La particula se mueve en direccién horizontal, la
cual tomamos que sea la direccién x, con el origen (x = 0)
representando la posicion de la particula cuando el resorte
esta relajado (Fig. 8a). Sobre la particula actiia una fuerza
externa F,, en direccion opuesta a la fuerza del resorte.
Suponemos que la fuerza externa es siempre aproximada-
mente igual a la fuerza del resorte, de modo que la par-
ticula esté en equilibrio en todo momento (a = 0).

Sea desplazada la particula una distancia x desde su
posicién original en x = O (Fig. 8b). Si el agente externo
ejerce una fuerza F_,, sobre la particula, el resorte ejercerd
una fuerza opuesta F, . Esta fuerza esta dada con bastante
aproximacion por

1. ®

Figura 8 (@) Una particula de masa m esta unida a un
resorte, el cual estd en la posicion relajada. (b) La particula se
desplaza una distancia x, donde hay dos fuerzas que actian
sobre ella, la fuerza de restitucion del resorte y el jalén de un
agente externo.

15-1 SISTEMAS OSCILATORIOS

donde k es una constante positiva, llamada la constante de
fuerza del resorte. La constante k es una medida de la
fuerza necesaria para producir un estiramiento determi-
nado del resorte; los resortes mas rigidos tienen los valo-
res de k mayores. La ecuacidn 8 es la ley de la fuerza para
los resortes, y se la conoce como ley de Hooke. El signo
menos en la ecuacién 8 nos advierte que la direccion de
la fuerza ejercida por el resorte se opone siempre a la
direccion del desplazamiento de la particula. Cuando el
resorte se estira, x > 0 y F, es negativa; cuando el resorte
se comprime, x < 0 y F, es positiva. La fuerza ejercida por
el resorte es una fuerza de restitucion: tiende siempre a
restablecer a la particula a su posicion en x = 0. Los
resortes mas reales obedecen a la ecuacion 8 razonable-
mente bien siempre y cuando no los estiremos mds alla de
una cantidad limite. :

Imaginemos un sistema que oscila, como el péndulo de
un reloj o una masa suspendida de un resorte. ;Cuéles
deben ser las propiedades de la fuerza que produzca tales
oscilaciones?

Si desplazamos a un péndulo en una direccién desde
su posicién de equilibrio, la fuerza (debida a la grave-
dad) impulsa de regreso hacia su posicién de equilibrio.
Si lo desplazamos en la otra direccién, la fuerza sigue
actuando hacia la posicién de equilibrio. No importa cudl
sea la direccion del desplazamiento, la fuerza siempre
actia en una direccion que restituye al sistema a su
posicidn de equilibrio. Esta fuerza recibe el nombre de

Jfuerza de restitucion. (La posicion de equilibrio pertenece

a la clase que llamamos estable en el capitulo 14; el
sistema tiende a regresar al equilibrio cvando se le despla-
za ligeramente.)

Consideremos un ejemplo sencillo. Supongamos que
tenemos una particula que puede moverse libremente sélo
en la direccién x, y hagamos que la particula experimente




una fuerza de magnitud constante F, que actie en la
direccion +x cuando x < 0 y en la direccién -x cuando
x > 0, como se muestra en la figura 1a. La fuerza, que se
muestra en la figura 1, es similar a las fuerzas seccional-
mente constantes que consideramos en el capitulo 2.

Una particula de masa m en la coordenada x = +x_
experimenta una fuerza cuya componente x es -F_, y la
componente correspondiente x de la aceleracion de la par-
ticula es -a, = -F, /m. La particula se mueve hacia su
posicion de equilibrio en x-= 0 y llega a esa posicion con
una velocidad v = -v,,. Cuando pasa por el origen a la x
negativa, la fuerza se convierte en +F,, y la aceleracién
es +a,. La particula pierde velocidad y llega al reposo por
un instante en x = -x_, antes de invertir su movimiento a
través del origen y regresar eventualmente a x = +x,. En
ausencia de la friccion y de otras fuerzas disipativas, el
ciclo se repite una y otra vez.

La figura 2 muestra una grafica del movimiento resul-
tante, trazada al estilo de los ejemplos considerados en el
capitulo 2. La posicion x(#) consta de una secuencia de
segmentos de parabola unidos suavemente, como es siem-
pre el caso del movimiento con aceleracién constante. La
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particula oscila yendo y viniendo entre x = +x_ y x = -x,.
La magnitud del desplazamiento maximo desde el equili-
brio (x,, en este caso) se llama amplitud de movimiento.
El tiempo necesario para un ciclo completo (una repeti-
cién completa del movimiento) se llama periodo T, como
se indica en la figura 2a. El nimero de ciclos por unidad
de tiempo recibe el nombre de frecuencia v. La frecuencia
y el periodo son reciprocos entre si:

v=1T. )

El periodo se mide en unidades de tiempo (segundos,
por ejemplo), mientras que la frecuencia se mide en una
unidad SI: el hertz (Hz),* donde 1 Hz = 1 ciclo/s. Enton-
ces, por ejemplo, una oscilacién con un periodode T=5s
tiene una frecuencia v = 0.2 Hz.

Hasta ahora hemos usado una descripcion dindmica de
Ia oscilacion, pero a menudo es conveniente una descrip-
cién en funcion de la energia. La figura 1¢ muestra la ener-
gia potencial que corresponde a la fuerza de la figura 1b.
Nétese que, como se indica con la expresién F = -dU/dx,
el negativo de la pendiente de U(x) dala fuerza. La energia
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Figural (a) Una fuerza constante F que estd siempre
dirigida hacia el origen actia sobre una particula,

(b) Diagrama de esta fuerza seccionalmente constante, igual
a +F,_ cuando x <0 y a -F,_ cuando x > 0. Cualquier fuerza
real de este tipo debe estar representada por una funcién
continua, aun cuando pueda ser de pendiente muy grande al
pasar por x = 0. (¢) La energia potencial que corresponde a
esta fuerza. Si el sistema tiene una energia mecdnica total E,
entonces la diferencia E - U da la energfa cinética en
cualquier posicion.
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Figura 2 La posicion, la velocidad, y la aceleracion de la
particula de la figura 1 graficadas en funcién del tiempo.

La aceleracién consta de segmentos horizontales alternativos
con valores +F_/m y -F,_[m; la velocidad consta de
segmentos lineales alternativos con pendientes +F, /i y
-F,_[m, y la posicion consista de secciones de pardbola
unidas suavemente. Puesto que la fuerza F(x) es en realidad
una funcion continua, a(z) es también continua, teniendo los
segmentos hotizontales uniones muy empinadas. Ademas, los
picos agudos de u(t) estan redondeados. Sin embargo, las




mecanica E = K + U permanece constante en un siste-
ma aislado. En cada punto, la diferencia E - U da la
energia cinética K en ese punto. Si extendemos la grificaa
desplazamientos suficientemente grandes, eventualmente
llegariamos a posiciones en las que E = U y entonces
K = 0. En estos puntos, como lo muestra la figura 2, la
velocidad es cero y la posicion es x = +x,_. Estos puntos se
llaman los puntos de retorno del movimiento.

Las figuras 15 y 1c ilustran dos maneras equivalentes
de describir las condiciones de la oscilacion: la fuerza
debe actuar siempre para restituir la particula al equilibrio,
y la energia potencial debe tener un minimo en la posicion
de equilibrio.

Siempre agrada trabajar con el caso de la aceleracion
constante, porque la matematica es sencilla, pero rara vez
constituye una descripcion precisa de la naturaleza. La
figura 3a muestra un ejemplo de una fuerza mas realista
que puede producir un movimiento oscilatorio. Tal fuerza
es la causa del enlace de las moléculas que contienen dos
atomos. La fuerza aumenta rdapidamente si tratamos de
empujar a un atomo mads cerca del otro; su componente

15-2 EL OSCILADOR ARMONICO
SIMPLE

El movimiento de una particula en un sistema complejo,
como el atomo de la molécula en vibracion tratado en la
seccion anterior, es mas facil de analizar si consideramos
que el movimiento es una superposicion de oscilaciones
armdnicas, las cnales pueden describirse en términos de
funciones seno y coseno.

Consideremos un sistema oscilatorio consistente en una
particula sometida a una fuerza

F(x)=—kx, (2)

donde k es una constante y x es el desplazamiento de
la particula a partir de su posicion de equilibrio. Tal sis-
tema oscilatorio recibe el nombre de oscilader arménico
simple, y su movimiento se llama movimiento armodni-
co simple. La energia potencial que corresponde a esta
fuerza es

U(x) = $kx?. (3)

La fuerza y la energia potencial estin, por supuesto,
relacionadas por F(x) = -dU/dx. Como vimos por la
ecuacidn 2 y como podemos apreciar en la grifica de
la figura 4a, la fuerza que actia sobre la particula es
directamente proporcional al desplazamiento pero opues-
ta a él en direccién. La ecuacién 3 muestra que la energia
potencial varia con el cuadrado del desplazamiento, como
lo ilustra la curva parabdlica de la figura 4b.
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Figura 3 (a) La fuerza que achia sobre una particula que
oscila entre los limites x, y x,. Notese que la fuerza tiende
siempre a empujar a la partfcula hacia su posicién de
equilibrio, como en la figura 1. Tal fuerza puede actuar sobre
un dtomo en una molécula. (b) La energia potencial
correspondiente a esta fuerza.

ryxj

I I
|
| P
I I
| E m |
[} :] ' i
=Xm o +Xm y
i |
| —* |
|
| I
(a)
Ulx) .
i V
‘ E
|
| |
-' I
|
b - i
=-Xm 4} _0 +XIm &

()

Figura4 (a) Lafuerza y (D) la energia potencial
correspondiente de un oscilador armoénico simple. Notense
las similitudes y las diferencias con la figura 3.
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Figura 5 Oscilador arménico simple, consistente en un
resorte que actila sobre un cuerpo que se desliza en una
superficie horizontal sin friccién. En (a), el resorte se estira
de modo que el cuerpo tenga su desplazamiento méxime a
partir del equilibric. En () el resorte estd totalmente
comprimido. En (&) ¥ (d), el cuerpo pasa por la posicién de
equilibrio con velocidad maxima ¥ con el resorte relajado.

variacién de la posicién con el tiempo de un oscilador
diferente.

El problema del oscilador arménico simple es impor-
tante por dos razones. Primera, muchos problemas que
implican vibraciones mecanicas con amplitudes pequenas
se reducen al del oscilador arménico simple, o a una
combinacion de tales osciladores. Esto equivale a decir
que si consideramos una porcién suficientemente pequefia
de la curva de una fuerza de restitucion cerca de la posi-
cion de equilibrio, la figura 3a, por ejemplo, resulta arbi-
trariamente cercana a una linea recta, la cual, como lo
muestra la figura 4a, es caracteristica del movimiento
armoénico simple. O, dicho de otra manera, la curva de la
energia potencial de la figura 3b es casi parabélica en las
proximidades de la posicién de equilibrio.

Segunda, como lo hemos ya indicado, ecuaciones como
la ecuacion 4 se presentan en muchos problemas fisicos
de acustica, de 6ptica, de mecanica, de circuitos eléctricos,
e incluso de fisica atomica. El oscilador arménico simple
exhibe caracteristicas comunes a muchos sistemas fisicos.

Apliquemos la segunda ley de Newton, F = ma, al mo-
vimiento de la figura 5. Sustituimos a F por -kx y en vez
de la aceleracion a ponemos dx/dt? (= dv/dt). Esto nos da
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La ecuacion 4 recibe el nombre de ecuacidn del movimien-
to del oscilador arménico simple. Su solucién, la cual
describiremos en la siguiente seccion, es una funcién x(z)
que describe la posicién del oscilador en funcion del
tiempo, en analogia con la figura 2a, la cual representa la

Escribimos una solucidon tentativa de la ecuacion 5
como:

X = X, cos (wi + B). (6)

Aqui, puesto que

Xy COS (ot + ¢b) = x cos ¢ cos ar — x,, sen b sen cor
= a cos it + b sen cof,

permitiéndonos la constante ¢ cualguier combinacion de
soluciones seno ¥y coseno.

Con las constantes (todavia) desconocidas x,, w, ¥ ¢,
hemos escrito una solucion de la ecuacién 5 en la forma
mas general posible. Para determinar estas constantes de
modo que la ecuacién 6 sea realmente la solucidén de la
ecuacion 5, diferenciamos a la ecuacidon 6 dos veces con
respecto al tiempo. Tenemos gque

%——m,-sen(mr+cﬁ}
)’ 2
‘:;:: = — Xy, c0s (ewr + B).

Poniendo esto en la ecuacién 5, obtenemaos
k
—wix,, cos (wi + @)= s Xm COS (e + b).
Por lo tanto, si elegimos a la constante @ de modo gque

w =5 I
i

entonces la ecuacién 6 es, de hecho, una solucidn de

la ecuacidn del movimiento de un osciladeor armonico

simple.

La ecuacidn 4 da una relacion entre una funcidén del

smpo x(f)} ¥ su segunda derivada con respecto al tiempo,

‘xfdr?. Muestra meta es hallar una funcién x(¢) que satis-

ga a esta relaciém. Comenzaremos por reescribir la

mwacion 4 como sigue:

d*x _  (k
i m)

(5)




Elementos de un resorte. Un resorte lineal es un elemento mecanico
que puede ser deformado por una fuerza externa tal que la deformacion sea

directamente proporcional a la fuerza o par que se le apligue.
La Fig. 2-3 es un diagrama esquematico de un resorte. Aqui considera-
mos solamente ei movimiento traslacional. El resorte ha sido deflectado de

su posicion original por una fuerza aplicada en cada extremo. Las posi-
ciones x; y x, de los extremos del resorte se han medido en relacién con el
mismo marco de referencia. Las fuerzas en ambos extremos del resorte es-
tén en la misma linea y son de igual magnitud. Por lo tanto, la fuerza Fy el
desplazamiento neto x de los extremos del resorte estan relacionados por
F = kx == k(x, — x;) (2-3)

donde & es una constante de proporcionalidad llamada constante del resor-
te. La dimension de la constante del resorte & es fuerza/desplazamiento.
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2. Resorte lineal. En la prdctica, un resorte lineal puede ser un modelo de un resorte
eal o la compliancia de un cable o una banda. En general, un resorte estd considerado como:

un elemento que almacena energia potencial. Es andlogo a un capacitor en un circuito eléc-
trico. Todos los resortes en la vida real son, de alguna manera, no lineales. Sin embargo, si la
deformacién del resorte es pequefia, su comportamiento se puede aproximar por la relacién
lineal:

| f) = Ky(1) 4-17)
en donde K -es la constante del resorte, o simplemente rigidez.
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Figura 4-3  Sistema fuerza-masa.

Los dos sistemas de unidades bésicas para la constante del resorte son los siguientes:

SI N/m
Britdnicas Ib/pies

La ecuaci6n (4-17) implica que la fuerza que actia sobre el resorte es directamente propor-
cional al desplazamiento (deformaci6n) del resorte. Un modelo de un elemento de resorte
lineal se presenta en la Fig. 4-4. Si el resorte es precargado con una tensién 7T, la ecuacion (4-17)
se debe modificar a:

| fy — T =Ky (4-18)







